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Ma thématique de recherche

Posets, Opérades, Algebres
Etude de structures algébriques

T/

Combinatoire algébrique

N

sur des structures discretes
Partitions, Arbres, Hyperarbres

But

Se servir de la structure algébrique pour mieux
comprendre les objets combinatoires.
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Poset=ensemble partiellement ordonné
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Premier exemple de poset
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La star d'aujourd’hui : le poset des partitions d'un ensemble fini V@

Partitions d'un ensemble V :

k
Vi, VilEVeV=||V,VianV,= pouri+j
i=1

Ordre partiel sur les partitions d'un ensemble V :

{(Vi,.. Vi <{V,...,Vi} & Vie{l,p},dje {1k} tg. VSV,

({1}{2}{3}{4}]

/\

({L23H4] (132K ((0423H4)) ((L4H213}) [(132.4131] [{1}{213,4})

({1,2,3}{4}] [{1,2,4}(3}) ({1,2}(3,4} | [ {1,312, 4} ] ({1,3,4}{2} ) ({1, 4}{2,3}] [{1}{2,3,4})

W




Espéce = constructeur a partir d'un ensemble d'objets

P




Espece = constructeur a partir d'un ensemble d'objets @oco
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L'espece "Le seul lego restant ! : L'espece "Rachetons des legos !":

-t ARt

= (J sinon 1(V) = & sinon
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Espece = constructeur a partir d'un ensemble d'objets @oco

QR qR®
p \ J
ot QRRREE

L'espece "Le seul lego restant ! : L'espece "Rachetons des legos !":

-t ARt

= (J sinon 1(V) = & sinon

~




Définition formelle [Joyal, 80s]

Une espece ensembliste est un foncteur ~
F : Bij — Set

catégorie des ensembles finis et bijections j A\ catégorie des ensembles

Une espéce vectorielle (ou linéaire) est un foncteur
F: Bij — Vect (+ général)

catégorie des ensembles finis et bijections A\ catégorie des espaces vectoriels




Substitution ® oo

Par exemple, pour m = {A, B, C}

La substitution de deux especes F et G, avec A= {1,3}, B = {2} et C = {4},

avec F(F) = {0} est définie comme :

LoL2(B,AC)®((2)®(3,1)®(4))
FoG)(E) = F(r)® (X)) G
EGIE) = B Fn®QEr - (2.3.1. ()

T o T([5]) = K. 4




Une (resp. ) (symétrique) O est
@ une (resp. ) O avec une
v: OO -0

o et une unité u: X — O, ot X est I'espece singleton (X(S) = 9;5/-1C).
o A chaque type d'algebre est associée une .
Les opérades considérées sont connexes : P() = & et P({x}) = {*}



Une (resp. ) (symétrique) O est
@ une (resp. ) O avec une
v: OO -0
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o et une unité u: X — O, ot X est I'espece singleton (X(S) = d;5/-1C).
o A chaque type d'algebre est associée une .
Les opérades considérées sont connexes : P((J) = & and P({*}) = {«}



Polytopes : Premier exemple, les solides de Platon ® oo




Polytopes : Premier exemple, les solides de Platon ® oo

{1, 2, 3}
P RN
1.2 {13} {23}
AN T/
< {1y {2} {3}
NS
%)

Question pour occuper le public :
Peut-on trouver un poset dont le diagramme de Hasse est le tétraedre ? \




Définition

Les solides d’Archimede sont les solides (prismes exclus) composés de deux ou trois sortes de
faces tels que le voisinage de chaque sommet soit identique. Il en existe 13.

(Question : qui est I'intrus ?)
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Posets et polytopes : La diagonale du permutoedre
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L'ordre de Bruhat faible [Verma 1968]

Relation de couverture :
..ab...<...ba...
avec a < b

123
213 132
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L'ordre de Bruhat faible [Verma 1968]

Relation de couverture :
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Le polytope associé : le permutoedre [Schoute

1911]

o @ o



Etiquetage des faces du permutoedre
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Etiquetage des faces du permutoedre

3|2[1

RN

3[1[2 213/1
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Etiquetage des faces du permutoedre

A retenir

Nombre de faces de dimension kK = nombre de régions de dimension n — k

321
M2 .
3(1/2
13|2 123
1/3(2
)93
112/3

2

{17422

5|1

2|31
AP A12542)

2(1/3

N

2|3
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Arrangement de tresses

H = {(x1,...,xn) € R"|x; = x;}

I,J

B, = |J Hi

1<i<y<n

est appelé |'arrangement de tresses.

\
N
%

Treillis d'intersection

Intersection= intersection de certains hyperplans
de B,
Ordre : contenance




Théoreme de Zaslavsky

Soit A un arrangement d'hyperplan et Z son poset d'intersection.

Théoreme (Zaslavsky, 75)

ot u(l,J) est la caractéristique d’'Euler (appelée aussi nombre de Mdébius) de I'intervalle (1, J].

nombre de k-faces = Z (1, J)],

1<JeT
dim()=k

y

-2

AN
\//\



Intervalles et nombre de Mobius des posets de partitions

({1}{2}{3}{4})

ZEN

((L2BH4 ] ({L3HeH4)] ((042314}) (144213} ({13{2.4}3)) [{11{2}(3,4}]

({1,2,3}{4}] [{1,2,4}(3}) ({1,2}(3,4} | [ {1,312, 4} ] ({1,3,4}{2} ) ({1, 4}{2,3} ] [{1}{2,3,4})

Pour m = (71, ...,mk) € Iy, nous avons :

Lemme

k
[Onn7ﬂ-] = I—Ik [7T7 ]'rln] = H I_I|7Tk| /’L(Onn7ﬂ-> = (k - ]')I
=1




Nombre de régions de |'arrangement de tresses

Proposition
feBr) = 3 [T (#G[F] —1)!
F<G FicF

o F < G sont deux partitions, F a k + 1 parts et G[F;| = {Gj € G|G; < F;}.




Nombre de régions de |'arrangement de tresses

Proposition

fu(Ba) = > | | #GIFi]—1)!

F<G F;eF

o F < G sont deux partitions, F a k + 1 parts et G[F;| = {Gj € G|G; < F;}.

Question
Que se passe-t-il si I'on considere ¢ copies de |'arrangement de tresses ?

7
Za




De l'intersection d'hyperplans aux foréts colorées
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Nombre de régions pour ¢ copies de I'arrangement de tresses

Théoreme (BDO, G. LapIante—Anfossi, V. Pilaud, K. Stoeckl)

fnkll,,nkgl ZHH#G

F<G je[/{] peF;

ot F et G sont deux foréts d’arbres {-colorés et #F; = k; + 1

n Xm Em
fo—1(Bn") = nl[x"] exp (Z m(1 + (£ —1)m) (’">>

m>=1

fo(Bnt) =€ (14 (£ —1)n)"?

o @ o

Aussi
@ Description combinatoire des faces de la diagonale

@ Seulement deux diagonales opéradiques pour le permutoedre




Especes, posets et opérades : les (especes en posets)
opéradiques
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Cohomologies (relatives) des posets

A chaque poset P, trois complexes de co-
chaines

B Relations entre cohomologies
c“(P) ={xo <...<xxe€ P|

xo € min(P), xx € max(P)},

EK(P) =K.{xg < ... < xk|x0 € min(P)} h"(P) = H"2(P\{0,1})
¢k (P) =K.{xo < ... < xk|xx € max(P)}, De maniere générale,
muni de la différentielle suivante : E”(P) ~ C—B ﬁl”_l(P>X)
n x €min(P)
d[v]:Z(—l)’ Z < x1<y<x<--- R R
i=1 Xi—1<y<Xi h"(P)~ @ H"'(P)

y € max(P)

Pour n > 1, nous avons quand P est borné

Nous notons respectivement h*(P), F(P) et
h(P).



Cohomologie des posets de partitions O

Proposition (Hanlon, 81 ; Stanley, 82 ; Joyal 85)

Le poset des partitions [1(V) a un unique groupe de cohomologie dont la dimension est
donnée par :

pN(V)) = (V[ =1)!

De plus, I'action du groupe symétrique sur ce groupe de cohomologie est :

A" 1(N(V)) = Lie(V) ®s, sgn,

ou sgn est la représentation signature.

Lie({1,2}) {
Lie({1,2,3}) = K.

avec [[1; 2] 3] + [[
Lie({1,...,n}) =

= K. {[1; 2]} avec [1,2] = ~[21]
;[[1 '

j
= 0 (relations de Jacobi)
|...o(n)],ce &({2,...,n})} [Reutenauer]



Construction cobar a niveaux|Fresse, 02]

1 53 8 92 64 7

UHZHB A G TH8 9}
UL S 2 HB A6 T8 119]
115312113, 8, 9114 1617}
11,5}112113,8,9514, 7316}
{1,5}{2,6}{3,8,9}{4,7}




Posets de partitionsdécorées a droite [Vallette, 07] O

Soit P une opérade ensembliste connexe. Une partition P-décorée a droite sur un ensemble
fini V est un élément de E o P.

() < (B,€) & a<n) B, VA€ a,Fva€ P(Bja)na = vao (£8)geg,, -

Partitions de {1,2,3} décorées a droite par Assoc = IL

Théoreme (Vallette, 07)
Pour KKP Koszul,

AVITL (NP (V)) ~ s" L (KP)' (V) Qe sgn =: AL (KP)' (V).




Cohomologie des posets des hyperarbres

Théoreme (Conjecture de Chapoton; prouvé dans 0.,13)

Le poset des hyperarbres ﬁ?(V) est Cohen-Macaulay et

e

AIVI=3(HT (V)\{0,1}) = A~ 'PreLie(V),

pour tout ensemble fini V.




Cohomologie des posets des hyperarbres

Théoreme (Conjecture de Chapoton; prouvé dans 0.,13)

Le poset des hyperarbres ﬁ(V) est Cohen-Macaulay et

L —

AVI=3(HT (V)\{0,1}) = A'PreLie(V),

pour tout ensemble fini V.

Question
Pourquoi une opérade apparait-elle ici ?




Cohomologie des posets des hyperarbres

Théoréme (Conjecture de Chapoton; prouvé dans 0.,13)

Le poset des hyperarbres m'(V) est Cohen-Macaulay et

o ——

AVI=3(HT (V)\{0,1}) = A 'PreLie(V),

pour tout ensemble fini V.

Question

Pourquoi une opérade apparait-elle ici ?

Réponse

Espéces en posets opéradiques




Propriétés des posets de partitions O

Proposition (Folklore)
Pour toute partition 7 € T1(S),

or - Ner(S) = M) et Y Narn(S) > | [ (7).

On peut alors définir :

*(M(m) ® X c*(N(T)) V" *(N(m)) ® c* (H n<T>>

Ter Ter

PP c*(MNer(S)) ®c*(MNxr(S)) — c*(M(S)).

Cette construction induit une structure d'opérade graduée sur la cohomologie qui est A= Lje. J




Espéces en posets opéradiques O

Soit P une espece en posets, avec a : P — [1, tel que, pour tout ensemble fini S,
a(S) : P(S) — MN(S) strictement croissante, ainsi que

ox 1 P<x(S)—P(n) et et Pox(S)— | [ P(T)

Ter

Définition
P avec a, o, et 1 est une espece en posets opéradique si
© proa=aopy, Yroa=aoiy

@ oy et 1Yy satisfont des axiomes d'équivariance, unitarité et associativité.

Théoreme (D.O. - Dupont, 25+)

h®(P) est munie d’une structure d’opérade graduée, avec un morphisme d’opérade graduée
a*: AN tLie — h*(P).

h*(P) est un module opéradique a gauche sur h*(P).

h*(P) est un module opéradique a droite sur h*(P).




Bilan

@ Plein de nouveaux exemples dont les posets d'hyperarbres

Directions de recherche

@ Enrichir les exemples

@ Adapter la théorie aux ensembles nichés, aux opérades cycliques et anti-cycliques
Posets de Tamari-Parking
Relations polytopes <> opérades

)
(*
@ Lien avec la sémantique
)
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Merci de votre attention!



