
Symbiose entre posets, espèces, opérades et
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1Ma thématique de recherche

Combinatoire algéalgébrique

Étude de structures algébriques

sur des structures discrètes y

Posets, Opérades, Algèbres É

Partitions, Arbres, Hyperarbres

But
Se servir de la structure algébrique pour mieux
comprendre les objets combinatoires.
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= relation de couverture
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1La star d’aujourd’hui : le poset des partitions d’un ensemble fini V
Partitions d’un ensemble V :

tV1, . . . ,Vku |ù V ô V “

k!

i“1

Vi ,Vi X Vj “ H pour i ‰ j

Ordre partiel sur les partitions d’un ensemble V :

tV1, . . . ,Vku ! tV
1
1, . . . ,V 1

pu ô @i P t1, pu, Dj P t1, ku t.q. V 1
i " Vj

t1ut2ut3ut4u

t1, 2ut3ut4u t1, 3ut2ut4u t1ut2, 3ut4u t1, 4ut2ut3u t1ut2, 4ut3u t1ut2ut3, 4u

t1, 2, 3ut4u t1, 2, 4ut3u t1, 2ut3, 4u t1, 3ut2, 4u t1, 3, 4ut2u t1, 4ut2, 3u t1ut2, 3, 4u

t1, 2, 3, 4u



1Espèce = constructeur à partir d’un ensemble d’objets

E :

L :
L’espèce ”Le seul lego restant !” : L’espèce ”Rachetons des legos !”

X : : H

XpV q “ H sinon pV q “ H sinon
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1Définition formelle [Joyal, 80s]

Une espèce ensembliste est un foncteur
F :BijBij Setj

catégorie des ensembles finis et bijections catégorie des ensembles

Une espèce vectorielle (ou linéaire) est un foncteur

F :BijBij Vectj

catégorie des ensembles finis et bijections catégorie des espaces vectoriels

(` général)
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1Substitution

La substitution de deux espèces F et G,
avec FpHq “ t0u est définie comme :

pF ˝ GqpE q “

à

ωP!pEq
Fpωq b

â

pPω
Gppq

Par exemple, pour ω “ tA,B,Cu

avec A “ t1, 3u, B “ t2u et C “ t4u,

L ˝ L # pB,A,C q b pp2q b p3, 1q b p4qq

“ pp2q, p3, 1q, p4qq

T ˝ Tp!5"q “ K.
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1Opérade

Une opérade (resp. opérade ensembliste) (symétrique) O est

une espèce vectorielle (resp. espèce ensembliste) O avec une composition associative

ε : O ˝ O Ñ O

1

2 5

4

3

“

PreLie

[Chap.-
Liv.]
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et une unité u : X Ñ O, où X est l’espèce singleton (XpSq “ ϑ|S|“1C).
À chaque type d’algèbre est associée une opérade.

Les opérades considérées sont connexes : PpHq “ H and Ppt˚uq “ t˚u
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1Polytopes : Premier exemple, les solides de Platon

Ø

H

{1} {2} {3}

{1, 2} {2, 3}{1, 3}

{1, 2, 3}

Question pour occuper le public :

Peut-on trouver un poset dont le diagramme de Hasse est le tétraèdre ?



1Définition

Les solides d’Archimède sont les solides (prismes exclus) composés de deux ou trois sortes de
faces tels que le voisinage de chaque sommet soit identique. Il en existe 13.
(Question : qui est l’intrus ?)
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2L’ordre de Bruhat faible [Verma 1968]

1 2 3
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Relation de couverture :
. . . ab . . . Ÿ . . . ba . . .

avec a ! b

2413

2134 1243

4231

3142

1324
2143

1234
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42132431

2341

3124 1342

4123

3214 1432

3421 4312

3241 4132

2314 14232314
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2Le polytope associé : le permutoèdre [Schoute 1911]



2Étiquetage des faces du permutoèdre

1|2|3

1|3|2 2|1|3

3|1|2 2|3|1

3|2|1



2Étiquetage des faces du permutoèdre

1|2|3

1|3|2 2|1|3

3|1|2 2|3|1

3|2|1

1|23 12|3

13|2 2|13

23|13|12

123

123

13|21|2312|3 3|12 23|1 2|13

1|2|3 1|3|2 3|1|2 3|2|1 2|3|1 2|1|3



2Étiquetage des faces du permutoèdre

À retenir
Nombre de faces de dimension k = nombre de régions de dimension n ´ k



2Arrangement de tresses

H
n
i ,j :“ tpx1, . . . , xnq P Rn

|xi “ xju

.
Bn “

"

1!i"j!n

H
n
i ,j

est appelé l’arrangement de tresses.

Treillis d’intersection
Intersection= intersection de certains hyperplans
de Bn

Ordre : contenance



2Théorème de Zaslavsky

Soit A un arrangement d’hyperplan et I son poset d’intersection.

Theorème (Zaslavsky, 75)

nombre de k-faces “

ÿ

I!JPI
dimpI q“k

|µpI , Jq|,

où µpI , Jq est la caractéristique d’Euler (appelée aussi nombre de Möbius) de l’intervalle rI , Js.

1

´1 ´1 ´1

2



2Intervalles et nombre de Mobius des posets de partitions

t1ut2ut3ut4u

t1, 2ut3ut4u t1, 3ut2ut4u t1ut2, 3ut4u t1, 4ut2ut3u t1ut2, 4ut3u t1ut2ut3, 4u

t1, 2, 3ut4u t1, 2, 4ut3u t1, 2ut3, 4u t1, 3ut2, 4u t1, 3, 4ut2u t1, 4ut2, 3u t1ut2, 3, 4u

t1, 2, 3, 4u

Lemme

Pour ω “ pω1, . . . , ωkq P !n, nous avons :

r0!n , ωs » !k rω, 1!ns »

k#

i“1

!|ωk | µp0!n , ωq “ pk ´ 1q!



2Nombre de régions de l’arrangement de tresses

Proposition

fkpBnq “

ÿ

F!G

#

FiPF
p#GrFi s ´ 1q!

où F ! G sont deux partitions, F a k ` 1 parts et GrFi s “ tGj P G|Gj " Fiu.

Question
Que se passe-t-il si l’on considère ϖ copies de l’arrangement de tresses ?
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2De l’intersection d’hyperplans aux forêts colorées

1 2 3

2

3

1 1

3

21

2

31

3

2 1

2

3 2
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1

1
2 3

1
2 3
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2
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1
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2

1
2 3

1

2

3

1
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2Nombre de régions pour ω copies de l’arrangement de tresses

Theorème (BDO, G. Laplante-Anfossi, V. Pilaud, K. Stoeckl)

fn´k1´1,...,n´kω´1pBn
ε
q “

ÿ

F!G

#

iPrεs

#

pPFi

p#Gi rps ´ 1q!

où F et G sont deux forêts d’arbres ϖ-colorés et #Fi “ ki ` 1

fn´1pBn
ε
q “ n!rxns exp

˜
ÿ

m#1

x
m

mp1 ` pϖ ´ 1qmq

ˆ
ϖm

m

˙¸

f0pBn
ε
q “ ϖ p1 ` pϖ ´ 1qnq

n´2

Aussi
Description combinatoire des faces de la diagonale

Seulement deux diagonales opéradiques pour le permutoèdre
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3Cohomologies (relatives) des posets

À chaque poset P, trois complexes de co-
châınes

c
k
pPq “tx0 $ . . . $ xk P P|

a0 P minpPq, ak P maxpPqu,

qc k
pPq “K.tx0 $ . . . $ xk |x0 P minpPqu

pc k
pPq “K.tx0 $ . . . $ xk |xk P maxpPqu,

muni de la di”érentielle suivante :

drεs “

nÿ

i“1

p´1q
i

ÿ

xi´1"y"xi

r¨ ¨ ¨ $ xi´1 $ y $ xi $ ¨ ¨ ¨ s.

Nous notons respectivement h
‚, qhpPq et

phpPq.

Relations entre cohomologies

Pour n % 1, nous avons quand P est borné

h
n
pPq “ H̃

n´2
pPzt0̂, 1̂uq.

De manière générale,

qhnpPq »

à

x PminpPq
rHn´1

pP$xq,

phnpPq »

à

y PmaxpPq
rHn´1

pP"y q,



3Cohomologie des posets de partitions

Proposition (Hanlon, 81 ; Stanley, 82 ; Joyal 85)

Le poset des partitions !pV q a un unique groupe de cohomologie dont la dimension est

donnée par :

µp!pV qq “ p|V | ´ 1q!

De plus, l’action du groupe symétrique sur ce groupe de cohomology est :

h
n´1

p!pV qq “ LiepVq bSV sgn,

où sgn est la représentation signature.

Liept1, 2uq “ K. tr1; 2su avec r1; 2s “ ´r2; 1s

Liept1, 2, 3uq “ K. trr1; 2s; 3s, rr1; 3s; 2su

avec rr1; 2s; 3s ` rr2; 3s; 1s ` rr3; 1s; 2s “ 0 (relations de Jacobi)
Liept1, . . . , nuq “ K. tr. . . r1;ϱp2qsϱp3qs . . . ϱpnqs, ϱ P Spt2, . . . , nuqu [Reutenauer]



3Construction cobar à niveaux[Fresse, 02]

746298351

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

{1, 5}{2, 3, 6, 8, 9}{4, 7}

{1, 5}{2, 6}{3, 8, 9}{4, 7}

{1, 5}{2}{3, 8, 9}{4, 7}{6}

{1, 5}{2}{3, 8, 9}{4}{6}{7}

{1, 5}{2}{3}{4}{6}{7}{8}{9}

{1}{2}{3}{4}{5}{6}{7}{8}{9}



3Posets de partition décorées à droite [Vallette, 07]

Soit P une opérade ensembliste connexe. Une partition P-décorée à droite sur un ensemble
fini V est un élément de E ˝ P.

pς, φq ! p↼, ↽q ô ς !!pV q ↼, @A P ς, D⇀A P Pp↼|Aq s.t. φA “ ⇀A ˝ p↽BqBPϑ|A .

Partitions de t1, 2, 3u décorées à droite par Assoc “ L
p1qp2qp3q

p13qp2qp12qp3q p21qp3qp31qp2qp23qp1q p32qp1q

p123q p132qp213qp231q p312q p321q

Theorème (Vallette, 07)

When KP is Koszul,

h
|V |´1

p!P
pV qq » s

n´1
pKPq

!
pV q bSV sgn “: #´1

pKPq
!
pV q.

S

Immensettes



3Cohomologie des posets des hyperarbres

Theorem (Conjecture de Chapoton, ; prouvé dans 0.,13)

Le poset des hyperarbres yHT pV q est Cohen-Macaulay et

H̃
|V |´3

pyHT pV qzt0̂, 1̂uq “ #´1 {PreLiepV q,

pour tout ensemble fini V .

Question
Pourquoi une opérade apparâıt-elle ici ?

Réponse

Espèces en posets opéradiques

seized
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3Propriétés des posets de partitions

Proposition (Folklore)

Pour toute partition ω P !pSq,

⇁ω : !!ωpSq
„
Ñ !pωq et ψω : !#ωpSq

„
Ñ

#

TPω

!pT q.

On peut alors définir :

c
‚
p!pωqq b

â

TPω

c
‚
p!pT qq

idbϖ
Ñ c

‚
p!pωqq b c

‚
˜

#

TPω

!pT q

¸

ϱε̊ bϱε̊
Ñ c

‚
p!!ωpSqq b c

‚
p!#ωpSqq Ñ c

‚
p!pSqq.

Cette construction induit une structure d’opérade graduée sur la cohomologie qui est #´1
Lie.



3Espèces en posets opéradiques
Soit P une espèce en posets, avec a : P Ñ !, tel que, pour tout ensemble fini S ,
apSq : PpSq Ñ !pSq strictement croissante, ainsi que

⇁x : P!xpSqÑPpωq et ψx : P#xpSqÑ

#

TPω

PpT q

Définition
P avec a, ⇁x et ψx est une espèce en posets opéradique si

⇁ω ˝ a “ a ˝ ⇁x , ψω ˝ a “ a ˝ ψx

⇁x et ψx satisfont des axiomes d’équivariance, unitarité et associativité.

Theorème (D.O. - Dupont, 25+)

h
‚
pPq est munie d’une structure d’opérade graduée, avec un morphisme d’opérade graduée

a
˚ : #´1

Lie Ñ h
‚
pPq.

qh‚
pPq est un module opéradique à gauche sur h

‚
pPq.

ph‚
pPq est un module opéradique à droite sur h

‚
pPq.
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