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posets opéradiques
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But pour aujourd’hui

Présenter deux de mes travaux récents reliés aux posets de partitions :

”Cellular diagonals of permutahedra”avec G. Laplante-Anfossi (Univ.
Syddansk), Kurt Stoeckl (Univ. Melbourne) et Vincent Pilaud (Univ.
Barcelone), ArXiv : 2308.12119

”Lie-operads from poset cohomology”avec C. Dupont (IMAG),
bientôt sur ArXiv

Plan de l’exposé

1 Posets de partitions décorées d’ensemble : lien avec les arrangements
de tresses et cohomologie

2 Espèces en posets opéradiques (operadic poset species) et applications
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Posets de partitions, permutoèdre et arrangement
de tresses



Posets de partitions d’un ensemble V : ΠpV q

Partitions d’un ensemble V :

tV1, . . . ,Vku |ù V ô V “

k
ğ

i“1

Vi ,Vi X Vj “ H pour i ‰ j

Ordre partiel sur les partitions d’un ensemble V :

tV1, . . . ,Vku ď tV 1
1, . . . ,V

1
pu ô @i P t1, pu, Dj P t1, ku t.q. V 1

i Ď Vj

t1ut2ut3ut4u

t1, 2ut3ut4u t1, 3ut2ut4u t1ut2, 3ut4u t1, 4ut2ut3u t1ut2, 4ut3u t1ut2ut3, 4u

t1, 2, 3ut4u t1, 2, 4ut3u t1, 2ut3, 4u t1, 3ut2, 4u t1, 3, 4ut2u t1, 4ut2, 3u t1ut2, 3, 4u

t1, 2, 3, 4u



Un autre exemple de poset : l’ordre faible de Bruhat Wn

[Verma 1968]

Relation de couverture, . . . ab . . .Ÿ . . . ba . . ., avec a ă b
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Permutoèdre = polytope dont les sommets sont les
permutations et les arêtes sont les relations de couverture
de l’ordre faible [Schoute 1911]



Étiquetage des faces du permutoèdre

1|2|3

1|3|2 2|1|3

3|1|2 2|3|1

3|2|1



Étiquetage des faces du permutoèdre

1|2|3

1|3|2 2|1|3

3|1|2 2|3|1

3|2|1

1|23 12|3

13|2 2|13

23|13|12

123



Étiquetage des faces du permutoèdre



Polytope et arrangement d’hyperplan
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À retenir

Nombre de faces de dimension k = nombre de régions de dimension n ´ k



Arrangement de tresses
Soit Hn

i ,j l’hyperplan de Rn défini par l’équation xi “ xj . L’arrangement
d’hyperplans suivant

Bn “
ď

1ďiăjďn

Hn
i ,j

est appelé arrangement de tresses.
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Arrangement de tresses et composition d’ensemble (AssocΠ)

Définition

Une région de Bn est une composante connexe de Rnz
Ť

1ďiăjďn H
n
i ,j . Les

faces de Bn sont les clôtures des régions et leurs intersections avec un
hyperplan de l’arrangement. Les faces sont ordonnées par inclusion.

1|2|3

2|1|3

2|3|1

3|2|1

3|1|2

1|3|2

12|32|13

23|1

13|23|12

1|23

123
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1|2|3 1|3|2 3|1|2 3|2|1 2|3|1 2|1|3
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Retour aux partitions

Définition

Un plat de Bn est un sous-espace affine non vide de Rn obtenu comme
l’intersection de certains hyperplans de Bn. Les plats (aussi appelés
intersection) sont ordonnés par contenance (un plat est plus petit qu’un
autre s’il le contient).

t1, 2, 3u

t2ut1, 3ut1ut2, 3u t3ut1, 2u

t1ut2ut3u



Nombre de Möbius

Définition

Fonction de Möbius d’un poset P: µ : P ˆ P Ñ N défini récursivement
par µpx , xq “ 1 et µpx , yq “ ´

ř

xďzăy µpx , zq pour x ă y .

0Πn :“ t1ut2ut3u

t1, 3ut2ut1ut2, 3u t1, 2ut3u

t1, 2, 3u

µp0Πn , q “ 1

µp0Πn , q “ ´1 µp0Πn , q “ ´1 µp0Πn , q “ ´1

µp0Πn , q “ 2 nombre de Möbius
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Théorème de Zaslavsky

Soit A un arrangement d’hyperplan et I son poset d’intersection.

Théorème (Zaslavsky, 75)

nombre de k-faces “
ÿ

IďJPI
dimpI q“k

|µpI , Jq|

1

´1 ´1 ´1

2



Intervalles et nombres de Möbius des posets de partitions

t1ut2ut3ut4u

t1, 2ut3ut4u t1, 3ut2ut4u t1ut2, 3ut4u t1, 4ut2ut3u t1ut2, 4ut3u t1ut2ut3, 4u

t1, 2, 3ut4u t1, 2, 4ut3u t1, 2ut3, 4u t1, 3ut2, 4u t1, 3, 4ut2u t1, 4ut2, 3u t1ut2, 3, 4u

t1, 2, 3, 4u

Lemme

Pour π “ pπ1, . . . , πkq P Πn, nous avons :

r0Πn , πs »

k
ź

i“1

Π|πk | rπ, 1Πns » Πk µpπ, 1Πnq “ pk ´ 1q!



Nombre de régions de l’arrangement de tresses

Proposition

fkpBnq “
ÿ

FďG

ź

FiPF

p#GrFi s ´ 1q!

où F ď G sont deux partitions, F a k ` 1 parts et
GrFi s “ tGj P G|Gj Ď Fiu.

Question

Que se passe-t-il si on considère ℓ copies de l’arrangement de tresses ?
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Diagonale du permutoèdre

Motivations

Calcul d’une version cellulaire et cohérente de la diagonale fine
δ : x Ñ px , xq du permutoèdre P

Plus précisément, on définit une application ∆ : P Ñ P ˆ P dont l’image
est union de faces de P ˆ P et homotope à la diagonale fine.

10 00

01 00

00 10

00 00

11 11

10 10

01 01

10 00

01 00

00 10

00 00

11 11

10 1010 10

01 01

01 1100 11

10 11 00 1000 01

00 00

11 11

10 1001 01

01 11

00 11

10 11

Applications

Formule de coproduit, produits tensoriels pour opérades à homotopie près,
description du produit cup pour les variétés de Losev-Manin



Description des intersections en termes d’arbres
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t1, 3ut2u

t1, 2ut3u t1ut2, 3u
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({1,2}{3},
{1}{2,3})

({1,2}{3},
{1, 3}{2})
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De l’intersection d’hyperplans aux forêts colorées

Intersection d’hyperplans

Chaque intersection est une forêts d’arbres enracinés aux arêtes colorées
telles que :

il y a ℓ couleurs d’arêtes différentes et 1 est une racine,

L’arête partant d’un enfant n’a pas la même couleur que l’arête le
reliant à son parent.
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Nombre de régions pour 2 copies de l’arrangement de
tresses

Théorème (BDO, G. Laplante-Anfossi, V. Pilaud, K. Stoeckl)

fn´k1´1,n´k2´1pBn
2q “

ÿ

FďG

ź

iPr2s

ź

pPFi

p#Gi rps ´ 1q!

où F et G sont deux forêts d’arbres 2-colorés et #Fi “ ki ` 1

fn´1pBn
2q “ n!rxnsexp

˜

ÿ

mě1

xm

mpm ` 1q

ˆ

2m

m

˙

¸

rA213507s

f0pBn
2q “ 2pn ` 1qn´2rA007334s

fk,n´k´1pBn
2q “

1

k ` 1

ˆ

n

k

˙

pk ` 1qn´k´1pn ´ kqk



Nombre de régions pour ℓ copies de l’arrangement de
tresses

Théorème (BDO, G. Laplante-Anfossi, V. Pilaud, K. Stoeckl)

fn´k1´1,...,n´kℓ´1pBn
ℓq “

ÿ

FďG

ź

iPrℓs

ź

pPFi

p#Gi rps ´ 1q!

où F et G sont deux forêts d’arbres ℓ-colorés et #Fi “ ki ` 1

fn´1pBn
ℓq “ n!rxns exp

˜

ÿ

mě1

xm

mp1 ` pℓ´ 1qmq

ˆ

ℓm

m

˙

¸

f0pBn
ℓq “ ℓ p1 ` pℓ´ 1qnq

n´2

Aussi

Description combinatoire des faces de la diagonale

Seulement 4 diagonales opéradiques sur le permutoèdre



Cohomologie des posets de partitions



Cohomologie (relative) de posets

À tout poset P peut être associé un complexe de cochâınes c‚pPq dont les
k-cochâınes sont les x0 ă . . . ă xk dans P, où x0 est un élément minimal
et xk un élément maximal de P, avec le cobord suivant:

drγs “

n
ÿ

i“1

p´1qi
ÿ

xi´1ăyăxi

rx0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xi´1 ă y ă xi ă ¨ ¨ ¨ ă xn´1 ă xns.

On note h‚ la cohomologie de c‚pPq.

Remarque :

Quand P est borné, hnpPq “ H̃n´2pPzt0̂, 1̂uq.



Cohomologie des posets de partitions

Proposition (Hanlon, 81 ; Stanley, 82 ; Joyal 85)

Le poset des partitions de V , ΠpV q, a un unique groupe de cohomologie
non trivial, dont la dimension est donnée par :

µpΠpV qq “ p|V | ´ 1q!

De plus, l’action du groupe symétrique sur cette homologie est :

hn´1pΠpV qq “ LiepVq bSV
sgn,

où sgn est la représentation signature.

Liept1, 2uq “ K. tr1; 2su avec r1; 2s “ ´r2; 1s

Liept1, 2, 3uq “ K. trr1; 2s; 3s, rr1; 3s; 2su

avec rr1; 2s; 3s ` rr2; 3s; 1s ` rr3; 1s; 2s “ 0 (relation de Jacobi)
Liept1, . . . , nuq “ K. tr. . . r1;σp2qsσp3qs . . . σpnqs, σ P Spt2, . . . , nuqu

[Reutenauer]



Construction (co)bar à niveaux [Fresse, 02]

746298351

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
{1, 5}{2, 3, 6, 8, 9}{4, 7}

{1, 5}{2, 6}{3, 8, 9}{4, 7}

{1, 5}{2}{3, 8, 9}{4, 7}{6}

{1, 5}{2}{3, 8, 9}{4}{6}{7}

{1, 5}{2}{3}{4}{6}{7}{8}{9}

{1}{2}{3}{4}{5}{6}{7}{8}{9}



Posets de partitions décorées [Vallette, 07]

Définition

Soit P une opérade ensembliste connexe (PpHq “ H et Ppt˚uq “ t˚u).
Une partition P-décorée d’un ensemble fini V est une paire pπ, ξq, où π
est une partition de V et ξ “ pξT qTPπ, avec ξT P PpT q pour tout T P π.
L’ensemble des partitions P-décorées de V est munie d’un ordre partiel

pα, ηq ď pβ, ξq ô α ďΠpV q β,@A P α, DνA P Ppβ|Aq s.t. ηA “ νA˝pξBqBPβ|A
.

Partitions Assoc-décorées de t1, 2, 3u

p1qp2qp3q

p13qp2qp12qp3q p21qp3qp31qp2qp23qp1q p32qp1q

p123q p132qp213qp231q p312q p321q



Basiques

Définition

Une opérade ensembliste P est

Basique à gauche ssi
ś

TPπ PpT q Ñ PpSq , pξT qTPπ ÞÑ ν ˝ pξT qTPπ

est injective

Basique à droite ssi Ppπq Ñ PpSq , ν ÞÑ ν ˝ pξT qTPπ est injective

Exemples and contre-exemples

Perm est basique à droite, mais pas à gauche.

L’opérade quadratique avec deux générateurs % et $ et les relations
suivantes est basique à gauche mais pas à droite.

pa % bq $ c “ pa % bq % c pa $ bq $ c “ pa $ bq % c

a $ pb % cq “ a % pb % cq a $ pb $ cq “ a % pb $ cq

Assoc et Comm sont à la fois basiques à gauche et à droite.



Posets de partitions décorées [Vallette, 07]

Théorème (Vallette, 07)

Quand P est basique à droite, l’opérade vectorielle KP est Koszul ssi les
posets associés ΠPpV q ont un unique groupe de cohomologie non trivial
(Cohen-Macaulay), pour tout V .
De plus, dans ce cas, notant pKPq

! son dual de Koszul, l’unique groupe de
cohomologie non trivial est donné par :

h|V |´1pΠPpV qq » sn´1 pKPq
!
pV q bSV

sgn “: Λ´1 pKPq
!
pV q.

53241

p14235q

p14qp235q

p14qp2qp35q

p1qp2qp35qp4q

p1qp2qp3qp4qp5q

Cas associatif

Arbres plans à
niveaux.



Cohomologie des posets d’hyperarbres

Theorem (Conjecture de Chapoton, ; prouvée dans 0.,13)

Le poset augmenté des hyperarbres yHT pV q est Cohen-Macaulay et

H̃ |S|´3pyHT pSqzt0̂, 1̂uq “ Λ´1
{PreLiepSq,

pour tout ensemble fini S.

Question

Pourquoi une opérade apparâıt-elle ici ?

Réponse

On peut munir la famille des posets d’hyperarbres d’une structure d’espèce
en posets opéradiques.
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Espèces en posets opéradiques



Propriétés des posets de partitions

Proposition (Folklore)

Pour toute partition π P ΠpSq, nous avons les isomorphismes de posets
suivants

φπ : ΠďπpSq
„
Ñ Πpπq and ψπ : ΠěπpSq

„
Ñ

ź

TPπ

ΠpT q

définis par α ÞÑ tπ|T ,T P αu et β ÞÑ pβ|T qTPπ respectivement.

Exemples

Soient S “ ta, b, c, d , e, f , gu et π “ tT1,T2,T3u “: T1|T2|T3, avec
T1 “ ta, b, cu, T2 “ td , eu, T3 “ tf , gu.

φπpxq “ φπpabcde|fgq “ 12|3 “: x{π

ψπpa|bc|d |e|fgq “ pa|bc, d |e, fgq .



Composition des cochâınes

Soient S un ensemble fini et π une partition de S .
Notant κ le morphisme de Künneth, on a l’application suivante :

c‚pΠpπqq b
â

TPπ

c‚pΠpT qq
idbκ
Ñ c‚pΠpπqq b c‚

˜

ź

TPπ

ΠpT q

¸

φ˚
π bψ˚

π
Ñ c‚pΠďπpSqq b c‚pΠěπpSqq Ñ c‚pΠpSqq.

Ceci ne permet pas de définir une opérade différentielle graduée sur c‚

(manque d’associativité et de commutativité) mais cela induit une
structure d’opérade graduée sur la cohomologie du complexe qui est
exactement Λ´1Lie.



Espèce en posets opéradique
Soit P une espèce en posets, avec a : P Ñ Π, tel que pour tout ensemble
fini S , apSq : PpSq Ñ ΠpSq strictement croissante.
Considérons

φx : PďxpSqÑPpπq et ψx : PěxpSqÑ
ź

TPπ

PpT q

Définition

L’espèce en poset P avec a, φx et ψx est une espèce en posets opéradique
si

φπ ˝ a “ a ˝ φx , ψπ ˝ a “ a ˝ ψx

φx et ψx satisfont de plus des axiomes d’équivariance, d’associativité
et d’unité.

Théorème (D.O. - Dupont, 24+)

h‚pPq est munie d’une structure d’opérade vectorielle graduée.



Conséquences de la construction

Théorème (D.O. - Dupont, 24+)

h‚pPq est munie d’une structure d’opérade vectorielle graduée.

Proof: On construit le morphisme
ρπ : h‚pPpπqq b

Â

TPπ h
‚pPpT qq Ñ h‚pPpSqq pour tout π P ΠpSq.

˝

Contre-exemple

La famille des posets booléens ne peut pas être munie d’une structure
d’espèce en posets opéradiques (pour des raisons de dimension et de
degré).



Premier exemple : posets de partitions décorées à droite
ΠP aka posets de partitions généralisées de Vallette

apπ, ξq “ π

φpπ,ξqppα, ηqq “ pα{π, νq (avec ηA “ νA ˝ pξPqPPπ|A
pour toute part A

de α): ce n’est PAS un isomorphisme de posets.

ψpπ,ξqppβ, νqq “
ś

TPπ β|T : c’est un isomorphisme de posets.

Proposition (D.O. - Dupont, 24+)

ΠP est une espèce en posets opéradique.



2nd exple : posets de partitions décorées à gauche PΠ

Définition

Soit P une opérade ensembliste avec PpHq “ H et Ppt˚uq “ t˚u.
Une partition P-décorée à gauche d’un ensemble fini V est une pair
pπ, ξq, où π est une partition de V et ξ P Ppπq. L’ensemble des partitions
P-décorées à gauche de V est muni de l’ordre partiel suivant

pα, νq ď pβ, ηq ô α ďΠpV q β, η “ ν ˝ pξAqAPα .

AssocΠpt1, 2, 3uq, le treillis des faces du permutoèdre

123

32|112|3 3|1213|21|23 2|13

1|2|3 2|3|13|2|11|3|2 3|1|2 2|1|3



2nd exple : posets de partitions décorées à gauche PΠ

apπ, ξq “ π

φpπ,ξqppα, ηqq “ pα{π, η̃q, où η̃ est la décoration de Ppα{πq induite
par η : c’est un isomorphisme de posets.

ψpπ,ξqppβ, ηqq “
ś

TPπpβ|T , µT q, où η “ ξ ˝ pµT qTPπ : ce n’est PAS
un isomorphisme de posets.

Proposition (D.O. - Dupont, 24+)

Quand P est basique à gauche, PΠ est une espèce en posets opéradique.



D’autres cohomologies
En considérant

qc kpPq “ K.tx0 ă . . . ă xk |x0 P minpPqu

pc kpPq “ K.tx0 ă . . . ă xk |xk P maxpPqu

nous obtenons les morphismes

qρπ : h‚pPpπqq b
â

TPπ

qh‚pPpT qq Ñ qh‚pPpSqq.

pρπ : ph‚pPpπqq b
â

TPπ

h‚pPpT qq Ñ ph‚pPpSqq.

Proposition (D.O. - Dupont, 24+)

qh‚pPq est un h‚pPq-module opéradique à gauche.
ph‚pPq est un h‚pPq-module opéradique à droite.



Exemples d’espèces en posets opéradiques



Premier exemple : fonctions de parking

Définition

Étant donné un ensemble fini S , une S-fonction de parking est

une partition non-croisée π “ pπ1, . . . , πkq de t1, . . . , |S |u (où les
parts sont ordonnées selon l’élément minimal) ,

dont chaque part est étiquetée par un sous-ensemble de S de même
taille,

tels que les ensembles d’étiquettes forment une partition de S ,

t1, 2, 3u

t1, 2ut3ut1, 3ut2ut2, 3ut1ut2, 3ut1ut1, 3ut2ut1, 2ut3u
t2, 3u
t1u

t1, 3u
t2u

t1, 2u
t3u

t1ut2ut3u t1ut3ut2u t2ut1ut3ut2ut3ut1ut3ut1ut2ut3ut2ut1u



Proposition (DO–Josuat-Vergès–Randazzo, 22; Kreweras, 72)

Pour un ensemble fini S, le poset augmenté Π2pSq Y 1̂ et les intervalles
maximaux de Π2pSq sont décortiquables, et donc Cohen–Macaulay.

dim hn´1pΠ2pt1, . . . , nuqq “ n!Cn “ p2n ´ 2qp2n ´ 1q . . . n,

où Cn est le nième nombre de Catalan. En tant que Sn-module, il est
composé de Cn copies de la représentation régulière.

Proposition

L’espèce en posets Π2 est une espèce en posets opéradique.

Proposition

L’égalité suivante est vérifiée dans h2pΠ2p3qq:

p1 ă 2q ă 3 ` 1 ă p2 ă 3q ` p1 ă 3q ă 2 ` 1 ă p3 ă 2q “ 0.

En particulier, a˚ : Λ´1Lie Ñ h‚pΠ2q se factorise par Λ´1PreLie.



Hypergraphes

Définition (Berge)

Un hypergraphe (sur un ensemble V ) est un couple pV ,E q où :

V est un ensemble fini (sommets)

E est un ensemble de sous-ensembles de taille au moins 2 de V
(arêtes).

Exemple d’un hypergraphe sur r1; 7s

0

63

4

5

21



Hyperarbres

Définition

Un hyperarbre est un hypergraphe non vide H tel que, pour tous sommets
distincts v et w de H,

il existe une marche de v à w dans H à arêtes distinctes ei , (H est
connexe),

et cette marche est unique, (H est acyclique).

Exemple d’un hyperarbre

0

63

4

5

10

7

8 9 21



Le poset des hyperarbres

Définition

Soit I un ensemble fini de cardinal n, S et T deux hyperarbres sur I .

S ĺ T ðñ Toute arête de S est union d’arêtes de T

0

1

2

3

0

23

1 0

13

2 0

12

3

0

23

1

0

23

1

0

13

2

0

13

2

0

12

3

0

12

3

1

23

0

2

13

0

3

12

0

0

12

3

0

21

3

0

31

2

0

13

2

0

23

1

0

32

1

0

123

0

3

21

0

2

31

0

1

32

0

1

2

3

0

1

3

2

0

2

1

3

0

2

3

1

0

3

1

2

0

3

2

1



Caractéristique d’Euler des posets d’hyperarbres

Proposition (McCammond–Meier, 2004)

La dimension de l’unique groupe de cohomologie non trivial de xHTn est
donnée par :

dim
´

Hn´2p xHTnq

¯

“ p´1qn´1pn ´ 1qn´2

Proposition (DO–Dupont, 24+)

La dimension de l’unique groupe de cohomologie non trivial de HTn est
donnée par :

dim
`

Hn´2pHTnq
˘

“ p´1qn
p2n ´ 3q!

pn ´ 1q!



p2n´3q!
pn´1q! ?



L’opérade Post-Lie [Vallette, 07 ; Munthe-Kaas–Wright,
08]
Le S-module sous-jacent PostLiepVq de l’opérade post-Lie est engendré
par les crochets de Lie d’arbres plans sur V . La substitution d’un arbre t
dans un sommet v est la somme de toutes les manières de greffer les fils
de v à droite d’un sommet de t (produit pré-Lie planaire).

1

2

$

’

&

’

%

4

3
; 5

,

/

.

/

-

“

PostLie
[Val.]

1

2

54

3

´

1

2

4

3

5

`

1

54

3

2
´

1

4

3

52

Proposition

L’e.v. des opérations n-aires de l’opérade
Post-Lie operad a pour dimension
#Post-Liepnq “

p2n´1q!
n! .



L’espèce des posets d’hyperarbres est une espèce en posets
opéradiques

Soit H un hyperarbre sur S et E 1 l’ensemble des arêtes de H privées du
sommet le plus proche de 0.

apHq “ E 1

φHpG q “hyperarbre induit par G sur S{V pHq

ψHpJq “
ś

ePE 1 J|e

Proposition (D.O. - Dupont, 24+)

HT est une espèce en posets opéradique.



Opérade sur la cohomologie du poset (aka. post-Lie !)

Considérons l’application

Post-Lie
ϕ
ÝÑ h‚pHT‚q

1 Ÿ 2 ÞÑ
1 2

t1; 2u ÞÑ
1 2

Théorème (DO–Dupont, 22+)

ϕ est un morphisme d’opérade. L’opérade sur la cohomologie des posets
d’hyperarbres est la désuspension de l’opérade post-Lie.



Structure de module opéradique à gauche

En considérant les châınes dont le minimum est un élément minimal du
poset, nous prouvons que l’opérade pré-Lie est un post-Lie-module à
gauche avec les opérations suivantes :

1 Ÿ T “ 1 ð T ,

pG ð Dq Ÿ T “ pG Ÿ T q ð D ` G ð pD Ÿ T q

tS ,Tu “ T ð S ´ S ð T ,

où ð est le produit pré-Lie.



À faire

Étudier la structure d’opérade cyclique sur la cohomologie.

Définir directement la structure d’opérade sur les ensembles nichés
associé à l’ensemble de construction minimal [relié au travail de B.
Coron]

D’autres exemples ? (par exemple partitions et hyperarbres bidécorés)

Merci de votre attention !
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Merci de votre attention !


	Posets de partitions, permutoèdre et arrangement de tresses
	Cohomologie des posets de partitions
	Espèces en posets opéradiques
	Exemples d'espèces en posets opéradiques

