L1 Informatique

Année 2023-2024

Feuille n° 1 Ensembles, logique et raisonnements

Bases des mathématiques

Ensembles et applications

Exercice 1 :

On pose A = {1,2,3}, B = {3,4,5} et C = [—2,4[. Déterminer les ensembles AU B, AU C,
ANB, AnC,BNC,C\Aet CNN.

Exercice 2 :

Remplacer les pointillés dans les formules suivantes par le symbole adéquat : « € », « C »

K=».

()1...N; (b) {23} ...N; (&) {1} ...N; @1 ...

Exercice 3 :

{1};

Soient A et B deux parties d’un ensemble E. A-t-on nécessairement :
1. (AnB)C A°NB°?
2. A°NB°C(ANDB)“?
3. (AUB)*C A°UB°?
Vous commencerez par étudier 'exemple A = {1,2,3}, B ={3,4,5} et E = [1;6]

Logique et connecteurs

Exercice 4 :

Remplir la table de vérité suivante

A

non(A)

non(A) et B

non(B)

(non(A) et B) ou non(B)

Exercice 5 :

ou

Donner la négation, la contraposée et la réciproque des phrases suivantes, puis pour chacune
d’elles indiquer si ces phrases, leurs négations et leurs réciproques sont vraies.

1. Si c’est un poisson, alors il sait nager.

2. Tout triangle rectangle est un polygone avec un angle droit.

3. Sin est un entier positif, sa racine carrée est un entier ;
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Exercice 6 :

On considére sur I'ensemble F des ourses, la proposition P(z,y) = « = est la fille de y ». Forma-
liser avec des quantificateurs les phrases suivantes :

(d) Toute ourse est fille de toute ourse.

(a) Toute ourse a une fille. (e) 11 y a une ourse qui est la fille de toute
(b) Toute ourse a une meére. ourse.
(c) Toutes les ourses ont une méme mére. (f) On peut trouver deux ourses dont l'une

est la fille de 'autre.

Exercice 7 :

Démontrer si les propositions qui suivent sont vraies ou fausses.
Jr € N, 22 > 5.

Ve eN,z? > 5

VzeN,Jy € N,y > 2

Jy € N,Vz € N,y > 22

Vee R VzeR dJye Rz <y<z

A

Exercice 8 :

Ecrire la négation des propositions suivantes.
1. (AouB)=C
2. Vz e R,y e R, f(z) < g(y).

Exercice 9 : Principe des tiroirs

Démontrer par l’absurde que si vous rangez n + 1 paires de chaussettes dans n tiroirs distincts,
alors il y a un tiroir contenant au moins 2 paires de chaussettes.

Exercice 10 :

Montrer par contraposée que si n? est impair, alors n est impair.

Fonctions et applications

Exercice 11 :

Si A = {1,2,3} et B = {a,b,c,d}, définit-on une application de A dans B avec les recettes
suivantes ?

(a) 1—a, 3—d;

(b) 1—a, c—2, 3—1;

(¢c) 1—=c¢, 3—=b, 2—a, 1—d;

(d) 1—d, 3—a, 2—d.
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Exercice 12 :

Soient A et B deux parties d’'un ensemble F et f: E— E une fonction. A-t-on nécessairement

1. f(ANB) = f(A)N f(B)?

2. f(AUB) = ( J)Uf(B)?

3. fTHANB) =fHA)NfH(B)?
4. f71(AuB) = A)uf YB)?
5. f(f71(B )=

Exercice 13 :

Soit f une fonction de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les propriétés suivantes
et donner leur négation :

1. f est majorée
2. f est croissante

3. f s’annule

Récurrence

Exercice 14 :

n(n—1)

5 arétes.

Montrer que tout graphe complet sur n sommets a

Exercice 15 :

Montrer que tout entier n > 0 admet une expression binaire, c’est-a-dire qu’il existe ¢g...,c, €
{0,1} tel que n = ¢,2" 4+ ¢, 12771 + ... 4 c2°.

Exercice 16 :

Nous allons démontrer par récurrence sur n que si, dans un groupe de n étudiants, il y a au
moins une fille, alors il n’y a que des filles.

Initialisation : Pour n = 1 c’est évident. En effet s’il y a au moins une fille dans un groupe de 1
étudiant, alors tous les étudiants du groupe sont des filles.

Hérédité : Supposons la propriété établie au rang n — 1 et considérons un groupe de n étudiants
qui comporte au moins une fille. Choisissons une des filles et appelons-la Alice pour fixer les idées.
Choisissons un autre étudiant (garcon ou fille), appelons-le Dominique. Le groupe constitué de
tous les étudiants sauf Dominique comporte n — 1 étudiants dont au moins une fille (Alice),
donc d’aprés 'hypothése de récurrence il ne comporte que des filles. Pour conclure il reste juste
a montrer que Dominique est une fille. Considérons pour cela le groupe constitué de tous les
étudiants sauf Alice. Ce groupe comporte n — 1 étudiants, et il contient au moins une fille
(puisque tous les étudiants sauf peut-étre Dominique sont des filles). En utilisant une nouvelle
fois I’hypothése de récurrence, on en déduit que tous les étudiants de ce groupe sont des filles.
En particulier Dominique est une fille, ce qui achéve la démonstration.

Ou est erreur ?
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DIY

Exercice 17 :

On appelle différence symétrique de deux sous-ensembles A et B de E le sous-ensemble :
AAB = (AN B°)U (BN A9

1. Déterminer AAE, AAD et AAA
2. Montrer que AAB = BAA et (AAB) AC = AA (BAC)

Exercice 18 :
Faire la table de vérité de A = (B ou C).

Exercice 19 :

Un ami vous déclare : «si il pleut, alors je prends mon prarapluie ». Premier cas : vous le
rencontrez et vous constatez qu’il a pris son parapluie ; vous vous dites alors qu’il a plu. Second
cas : vous le rencontrez et vous constatez qu’il n’a pas son parapluie ; vous vous dites alors qu’il
n’a pas plu.
(i) Dans le premier cas, avez-vous utilisé la contraposée ou la réciproque de I'implication ?
Dans le second cas, avez-vous utilisé la contraposée ou la réciproque de I'implication ?
(ii) Votre raisonnement dans le premier cas est-il correct 7 Et dans le second cas?

Exercice 20 :

Donner la négation la phrase suivante : "Tous les étudiants travailleront les maths et valideront
cette UE."

Exercice 21 :

Contraposer puis écrire la négation de Vo € R, 22 ¢ Q = z ¢ Z;

Exercice 22 :

Expliquer pourquoi chacun des raisonnements suivants est faux. Lorsque cela est possible, fournir
un raisonnement correct.

1. Théoréme : pour tout entier n € N, 4™ + 1 est divisible par 3.

Preuve par récurrence : Pour tout entier n € N, on a 4”1 41 = 4(4" 4+ 1) — 3. Ainsi, pour
tout entier n € N, si 3 divise 4" + 1, alors 3 divise 4"T! 4 1. Donc la propriété est vérifiée
pour tout n € N.

2. Théoréme : soit a # 0; alors pour tout entier n € N, o™ = 1.
Preuve par récurrence : Sin =0, a” = a’ = 1. Soit n > 0, supposons que la propriété est
vraie pour tout entier inférieur a n ; alors :

Donc la propriété est vérifiée pour tout n € N.
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3. Théoréme : soit n > 1; alors dans toute boite de n crayons, tous les crayons sont de la
méme couleur.
Preuve par récurrence : si n = 1, c’est vrai. Soit n > 1, supposons que la propriété est
vraie pour tout entier inférieur a n, et considérons une boite de n + 1 crayons. Par hypothése
de récurrence, en enlevant un crayon i, les n crayons restants sont tous de la méme couleur.
En reposant le crayon i et en enlevant un autre crayon j également. Donc les n 4+ 1 crayons
ont la méme couleur.



