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Plan de route

@ Graphes, ensembles, logique et raisonnement

@ Combinatoire, suites et sommations

© Dénombrement



Organisation de I'UE

(]

8 séances de Cours en amphi de 1h30

16 séances de TD de 1h30
Evaluation en trois parties :

©

(7]

o Trois contrdles continus de 30 min (seules les deux meilleurs notes ¢; et
¢y seront retenues)
o Examen final de 2h

Calcul de la note finale :

©

a+c
max(examen,0.6 x examen + 0.4 ( 1; )

o Calendrier provisoire sur le syllabus
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o Graphes, ensembles, logique et raisonnement
@ Pourquoi des graphes?

Opérations sur les ensembles

Logique

Fonctions et application

Graphes et récurrence
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Graphes, ensembles,

Wooclap

logique et raisonnement

Allez sur

Entrez le code
d'événement dans le
bandeau supérieur

Envoyez au

Vous pouvez participer

Code d'événement
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o Graphes, ensembles, logique et raisonnement
@ Pourquoi des graphes?



et raisonnement Pourquoi des graphes?

(©Can Stock Photo, RATP, SNCF, Booyabazooka pour wikipedia, Yoann Morel



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Pourquoi des graphes?

Graphes

Un graphe non orienté est une paire (V,E) ou
@ V est un ensemble dont les éléments sont appelés sommets

@ E est un ensemble de paires de sommets distincts, appelées arétes.

N
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Graphes

Un graphe non orienté est une paire (V,E) ou
@ V est un ensemble dont les éléments sont appelés sommets

@ E est un ensemble de paires de sommets distincts, appelées arétes.

N



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Pourquoi des graphes?

Qu'est-ce qu'un ensemble ?

Un ensemble est une collection (= regroupement) non ordonnée d’'objets
(sans répétition). Un objet de I'ensemble est appelé un élément de
I’ensemble, on dit alors qu'il lui appartient.

Si un objet x est dans I'ensemble E (ou "est élément de E"” ou encore
"appartient a E”), on note x € E. Sinon, on note x ¢ E.
Un ensemble sera noté entre accolades { }.

C> Exemples Diagramme de Venn

o (:={} (ensemble vide)

o {1,...,n} =[1,n]
o D’autres exemples et
contre-exemples 7 wooclap
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Opérations sur les ensembles : sous-ensemble

Considérons un ensemble £ = {x1,...,x, }(= {x3, %0, X1, X0, X4, ..., Xp—1})-

Un sous-ensemble S de E, noté S C E, est un
ensemble dont tous les éléments sont dans E.

On dit que E est inclus dans E, que S est un
sous-ensemble de E, que S est une partie de E ou
encore que E contient S.

Ne pas confondre les symboles € et C ! wooclap
C ne fait intervenir que des ensembles. Par contre, si x € E, {x} C E.

> Exemples
o Pour tout ensemble E, ) C E et EC E
o NCR,0eR, 0CR



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Opérations sur les ensembles

Opérations sur les ensembles : différence et complémentaire

Considérons A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E :

Le complémentaire de A, noté A€ ou A,est
I'ensemble des éléments qui ne sont pas dans A.
La différence de B et A, noté B\ A, est I'ensemble
des éléments de B qui ne sont pas dans A.

> Exemples

Considérons I'ensemble {1,2,3,4,5}. Quel est le complémentaire de {1,2} 7
Quelle est la différence de {1,2,3} et {2,4} 7 wooclap

E\A=A(=A)
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Opérations sur les ensembles : union

Considérons A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E :

L'union de A et de B, notée AU B,
est I'ensemble des éléments de E qui
appartiennent a A ou a B.

> Exemple
Quelle est I'union de {1,2} et {4,5} dans {1,2,3,4,5} ? wooclap
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Opérations sur les ensembles : intersection

Considérons A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E :

L'intersection de A et de B, notée
AN B, est I'ensemble des éléments de
E qui appartiennent 3 A et a B.

C> Exemple

Quelle est I'intersection de {1,2,3} et {3,4,5} dans {1,2,3,4,5} 7 et de
{1,2} et {374,5} ?wooclap

Deux ensembles sont disjoints si AN B = ().
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Opérations sur les ensembles : récapitulatif
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Premiere démonstration : Comment démontrer AC B?

[l faut prouver que tout (n'importe quel) élément de A est un élément de B.

& Méthode
Soit a € A,

Donc ae€ B OJ

QN Exercice

Soit A et B deux ensembles, montrer que ANB C AUB.
Solution. Si AN B est vide, alors le résultat est vrai.
Supposons que AN B est non vide.

Soit x € AN B.

Alors x € A,

donc x € AUB.
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Comment démontrer A=B?7

On peut prouver AC Bet BCA.

T s B (et

sous-ensemble de E. Montrer que
Prouvons A C B (A°)C = A.

Soit a € A, Solution : A C (A€)€. weoclap
donc a € B.
Prouvons BC A

Soit be B

donc be A
On adonc A=8B O



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Opérations sur les ensembles

Opérations sur les ensembles : un peu de pratique !

£ Proposition
Soient A, B et C trois ensembles :
e AA\B=ANB*
e AU(BUC)=(AUuB)UC et AN(BNC)=(ANB)NC (associativité)
@ AUB=BUA et ANB = BNA (commutativité)
o fUA=AUP=A
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(distributivité)

Démonstration.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) a la page suivante, le reste a faire a la
maison en exercice.
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Démonstration.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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Lois de De Morgan

A°NB=(AUB)®
AUB =(AnB)*

Démonstration.
En TD! (cf. exercice 3 TD1)
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Equivalence de code

def £(1):
if 1 in [2,4,6,8]:
print("pair et plus petit que 10")

def g(i):
if ((1%2==0) and (0<1)) and (1i<10):
print("pair et plus petit que 10")
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Logique

On appelle proposition est un énoncé (assertion) qui a un sens et est soit
vrai soit faux (c'est la valeur de vérité de la proposition).

> Exemples

Les énoncés « 2 est un nombre pair », « 2+2=7 », « HAIL05X est un
cours de premiere année de Licence », « Aujourd'hui, il a plu » sont des
propositions.

« 24 =x37— », « 3x2—1 », « Le premier ministre », « Tais-toi ! », « &tre
un nombre premier », « Non » ne sont pas des propositions.
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Variables dans les énoncés

Un énoncé peut dépendre d'une variable, c'est-a-dire un élément d'un
certain ensemble, par exemple « i est pair » : on affirme quelque chose
concernant i/ dont la valeur de vérité variera en fonction de i.

On appelle prédicat (ou assertion ouverte) une assertion mathématique qui
dépend d'une ou plusieurs variables (et qui a un sens mathématique).

> Exemple

@ « I est pair » qui porte sur un entier i, et qui est vrai pour i =2 et
faux pour i = 3 par exemple.

o « x <y » qui porte sur deux éléments réels x et y, qui est vrai pour
x=1et y=2 mais faux si x =3 et y = 2.



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Logique

Ensembles et logique

Il'y a une relation naturelle entre ensemble et proposition : si A est un
ensemble P(x) =« x € A» est une proposition. Réciproquement, si Q(x)
est une proposition, on peut définir I'ensemble sur lequel Q(x) est vrai. On
le note alors {x|Q(x)}.

© Question
Quel est I'analogue pour les propositions de A, AUB, AnNB, ACE?
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Opérations logiques : la négation

Soit A une proposition, la négation de A se note non(A).

La proposition non(A) est vraie quand A est fausse, et elle est fausse quand
A est vraie.

A | non(A)
Table de vérité : | F \Y
\Y F

Valeur de vérité de non(2+2 = 4) ? wooclap
Valeur de vérité de non(2+2 =2 x 2) ? weoclap
Valeur de vérité de non(non(2 est pair)) weooclap 7

A Remarque

A et non(non(A)) ont la méme table de vérité.
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Opérations logiques : la conjonction

Soit A et B deux propositions, la conjonction de A et de B se note AN B.

La proposition « AA B » est vraie quand A et B sont vraies, et fausse sinon.

Al B| AAB
F|F F
Table de vérité : | F | V F
VI|F F
V|V \%

Valeur de vérité de : « (2+2=4)A(1+1=1) »wooclap?
Valeur de vérité de : « (2 est pair) et (3 est impair) »wooclap ?



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Logique

Opérations logiques : la disjonction

Soit A et B deux propositions, la disjonction de A et de B se note AV B.

La proposition « AV B » est vraie quand au moins |'une des propositions A

ou B est vraie, et fausse sinon.

AV B

Table de vérité :

< </mM >
<7</ T®
<< <L/ <

Valeur de vérité de : « (24+2=4)V(14+1=2) » ? wooclap
Valeur de vérité de : « (2 est impair) ou (3 est impair) » ? wooclap
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Opérations logiques : I'implication

Soit A et B deux propositions, I'implication de A vers B se note A — B
(« A implique B »).
La proposition A = B est fausse uniquement quand A est vraie et B est

Al B|A— B

F|F \Y
fausse. Table de vérité : | F | V V

V| F F

V|V \%

L'implication A = B est vraie seulement quand A est fausse ou quand A
et B sont vraies toutes les deux.

En d'autres termes, si A est fausse, A = B est vraie, mais ¢a ne dit pas
si B est vraie ou fausse!
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Valeur de vérité de (1+1=2) = (2+2=4)? wooclap
Valeur de vérité de (x est impair) = (2x est pair) ? wooclap
Valeur de vérité de (2 est impair) = (4 est impair) ? wooclap
Valeur de vérité de (1+1=3) = (2 est pair) ? wooclap

A — B peut aussi se lire « Si A est vraie, alors B est vraie ».

Si A = B est vraie, alors A est une condition suffisante pour que B soit
vraie, et B est une condition nécessaire pour que A soit vraie.
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£ Théoreme
Soit A et B deux propositions. Les proposition A —> B et « =(A)V B »
ont la méme table de vérité.

A|lB|A= B|-A | -(AVB
V|V V F V
Démonstration| V | F F F F ]
F|lV \% V V
F|F \% V V
> Exemple

« Si le Pere Noél existe, alors je recevrai une Switch en cadeau. »

On peut réécrire cette expression a l'aide de I'opérateur d'implication :
Le Pere Noél existe = Je recevrai une Switch en cadeau.

On sait que ceci équivaut a |'expression suivante :

non(« Le Pére Noél existe. ») ou « Je recevrai une Switch en cadeau. »

Tiré de


https://graal.ift.ulaval.ca/public/cours/mathinfo/mathinfo_automne2104.pdf

Graphes, ensembles, logique et raisonnement Logique

Attention aux parentheéses!!!

(A= B) = C,A= (B= ()
(AouB) = C,Aou(B = (),(AouB) = C
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£ Théoreme
Soit A et B deux propositions. A =—> B et =(B) = —(A) ont la méme
table de vérité.

—(B) = —(A) est la contraposée de A = B.

® Exercice (Maison)

Prouver ce théoréme en faisant les tables de vérité de A =— B et
—~(B) = —(A)

A Remarque

o |l équivalent d'affirmer une implication ou sa contraposée.

o Ne pas confondre la contraposée de A = B avec sa réciproque
B = Alll n'y a aucun lien entre les deux.
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Opérations logiques : I'équivalence

Soit A et B deux propositions, I'équivalence de A et B se note A <—= B
(« A équivalent a B »). La proposition A <= B est vraie seulement
quand les propositions A ou B ont méme valeur de vérité.

Al B|A< B

F|F \%
Table de vérité : | F | V F

V| F F

V|V \%

Valeur de vérité de (2 est impair) <= (3 est pair) ? wooclap
Valeur de vérité de (x est impair) <= (2x est pair) 7 wooclap
Valeur de vérité de (x est impair) <= (x+ 1 est pair) ? wooclap
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£ RS
£, Théoréme

Les propositions « A <= B » et « (A = B)A(B = A) » ont la
méme table de Vérité.

® Exercice (Maison)

Construire la table de vérité de (A = B)A(B = A) et en déduire ce
théoreme.
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Les opérations “et” et “ou” sont commutatives et associatives, et elles sont
distributives I'une par rapport a l'autre : pour A, B et C des propositions :

o (AVB) «— (BVA)

o (ANB) <<= (BAA)
o (AvB)V(C) <« (Av(BV(Q))
o (AAB)NC) <= (AAN(BAQ))
o (AN(BVC(C)) <= ((AANB)V(AANCQ))
o (AV(BAC)) <= ((AVB)A(AV(Q))
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Lois de Morgan

£ Théoreme

Soit A et B deux propositions.
~(AVB) <<= (=(A)A=(B))
“(AAB) = (=(A)v~(B))

® Exercice ((Maison))

Prouver les lois de Morgan en faisant les tables de vérité.
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£ Théoreme

Soit A et B deux propositions.

(+(A = B)) <= (AA—(B))

Démonstration D'aprés les théoremes précédents, =(A = B) a la méme
table de vérité que —(—(A)V B), donc que (—(=(A)) A—(B)), et enfin que
(AN=(B)). O

La négation d'une implication n’est pas une implication !

> Exemple

Soit A=« il pleut » et B=« je prends mon parapluie ». Supposons que
A = B est vraie. Que dire de sa contraposée et de sa négation ? wooclap
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Rappels de la derniére séance : Opérations logiques

Négation —() Conjonction (Et) A
A| B|AAB
A | non(A) F|F F
F \Y% F|V F
\Y F V| F F
V|V V
Disjonction (Ou) V Implication =
A| B|AVB Al B|A= B
F|F F F|F V
FlV \% FlV V
V| F \% V| F F
V{iVv] V V|V \%
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Rappels de la derniére séance : Tables de vérité

-(AV B)
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Rappels de la derniére séance : mantra

La négation d'une implication n’est pas une implication !

QN Exercice

Donner la négation, la contraposée et la réciproque de la phrase suivante
"Si j'ai faim, alors je mange des gateaux. weoclap
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Quantificateurs

On peut aussi vouloir affirmer une assertion pour tous les éléments d'un
ensemble ou dire qu'il existe un élément vérifiant |'assertion.

Soit P(x) une assertion ouverte dépendant d'une variable x d'un ensemble
E.

« Vx € E, P(x) » est |'assertion qui affirme que tous les éléments de E
vérifient P.

« dx € E, P(x) » est |'assertion qui affirme qu'il existe un élément de E

vérifie P.

V et d sont des quantificateurs.

> Exemples
o Vn € N, n est pair vs dn € N, n est pair.
oVyeR,y2>0vs Iy e R,y* > 0.
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Variable muette

Dans les assertions Vx € E, P(x) et Ix € E, P(x), la variable x est dite

muette.
Il est strictement identique d'affirmer Vx € E, P(x) et Vz € E, P(z), ou

encore 3x € E,P(x) et 3p € E,P(¢p).

Autrement dit, Vx € R,x2 > 0 est la méme chose que Vy € R,y? > 0 et que
« Le carré de tout réel est positif ».
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N Exercice

Quelle est la négation de « Tous/tes les étudiant(e)s savent qu'il y a CC la
semaine prochaine » ? wooclap

Solution |l existe un(e) étudiant(e) qui ne sait pas qu'il y a CC la semaine
prochaine.

X Exercice
Quelle est la négation de « Il y a un étudiant qui ratera son CC » ? wooclap

Solution Aucun étudiant ne ratera son CC.



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Logique

—(Vx € E, P(x)) < (3Ix € E, =(P(x)))

—(Ix € E, P(x)) < (Vx € E, -(P(x)))

Les seuls symboles barrés qu'on utilise sont ¢ et # (les symboles Z et 7
existent, mais on ne devrait pas en avoir besoin).
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Pour prouver une assertion de la forme « Ix € E, P(x) », on peut trouver
un élément de E qui vérifie la propriété P.

Pour prouver une assertion de la forme Vx € E, P(x), il faut montrer que
tous les éléments de E vérifient la propriété P. C'est la méme chose que de
montrer P(x) pour un élément x € E quelconque. En effet, c'est la méme
chose de dire

« Pour tout x € E, P(x) est vraie »

que de dire

« Soit x € E. Alors P(x) est vraie »
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On doit parfois démontrer I'existence d'un unique élément x vérifiant une
certaine propriété P.
On note « Jlx € E, P(x) »pour dire « il existe un unique x € E tel que
P(x) est vraie ».
Pour montrer une telle proposition, il faut montrer :

Q Ixe€ E,P(x)

Q@ ETVxeENycE, (P(xX)AP(y)) = x=y
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Raisonnement par |'absurde

On veut prouver une assertion A.

On prouve que si A est faux, alors on aboutit a une contradiction. On en
conclut que A est nécessairement vraie.

Autrement dit : Si =(A) implique une contradiction, c'est-a-dire une
proposition fausse F, alors A est vraie.

En fait, on montre que =(A) = F, c'est-a-dire que A ne peut pas étre
fausse.

Pour se convaincre

—\(A) F —|(A) — F
F | F Y
V | F F
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Logique

> Exemple

A=« Vx €N, x+1z x+2». Montrons par |'absurde que A est vrai.
Supposons donc qu'il existe x € N tel que x+1=x+2
Alors, 1 =2 (en soustrayant x dans chaque membre).
Cela est impossible.  Donc A est vraie.
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Applications

Une application f est la donnée de trois informations :
o Un ensemble dit « de départ » E
o Un ensemble dit « d'arrivée » F
o Une régle qui permet d'attribuer a tout élément x de E un et un seul
élément de F (noté f(x)).
Pour une application f de E dans F on note :

E — F
x = f(x)
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> Exemple

@ {étudiants de I'amphi} — [0;20]
étudiant-e — note a |'examen sur 20
Q {étudiants de I'amphi} — [0;10]
étudiant-e ~ note a |'examen sur 10
Q f: R - R g: Ry — R h: Ry — Ri
X = x2 X = x2 x = X2
Q L'identité Ide: E — E
X = X
Q Lessuites u: N — R
n o~ u,
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o Une application n'est pas toujours donnée par une formule

o Quand on définit une application, I'ensemble de départ et |I'ensemble
d’arrivée sont importants :
s'ils changent, on parle d'une autre application

o Usage des fleches :
« — » entre les ensembles de départ et d'arrivée,
« +— » pour décrire le lien entre un élément de I'ensemble de départ
et I'élément de |'ensemble d'arrivée qui lui est associé.
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On étudiera plus tard des applications entre ensembles finis. On représente
parfois ces application a |'aide de diagrammes ensemblistes et de fleches
entre les éléments :
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ON .
X Exercice

7
|

Un des dessins ci-dessous ne représente pas une application, lequel 7 wooclap

)

|

V

a) b) EE
d) %



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Fonctions et application

Soit f: A— B et g: B— C deux applications. La composée de g et f est
I'application :



https://en.wikipedia.org/wiki/Function_composition 

Graphes, ensembles, logique et raisonnement Fonctions et application

Soit f:N—N, f(n)=n+3 et g:N— N. Ecrire fog et gof en fonction
de g et de n. wooclap

Solution (gof)(n) =g(n+3) et (fog)(n) =g(n)+3.
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Image directe

Soit f : E — F, un sous-ensemble A de E
et un sous-ensemble B de F. L'ensemble

I

f(A)={yeFlaxe Ay=Ff(x)}

|

V

est appelé image directe de A.
En particulier, I'image directe de E est

appelé image de 'application f et notée
Im(f).

N Exercice

Soit f:{1,2,3} — {a,b,c,d} 'application définie par f(1) =f(3) = a,
f(2) = c. Quelle est I'image directe de {1,3} ? Quelle est I'image de 7

wooclap
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Image réciproque

)

Soit f : E — F, un sous-ensemble A de E
et un sous-ensemble B de F. L'ensemble

/

|

V

f~Y(B) = {x € A|f(x) € B}
est appelé image réciproque de B

QN Exercice

Soit f:{1,2,3} — {a,b,c,d} I'application définie par f(1) = f(3) = a,
f(2) = c. Quelle est I'image réciproque de {b,c} ? Quelle est I'image
réciproque de {b,d} ? wooclap
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Propriétés de I'image directe et de I'image réciproque

o Proposition

Soit f une application de X dans Y, A et A" deux sous-ensembles de X, B
et B’ deux sous-ensembles de Y .

of(AUA’)—f(A)Uf(A’) o Y (BUB)=fYB)Uf (B
fF(ANA) C F(A)NF(A) o FY(BNB)=fYB)nf (B
F(A)\F(A) C F(A\A) ° f~ (B\B)zfr HB)\fH(B)
f(F~1(B))=BnIm(f)C B o AC fL(f(A))

Démonstration
Exercice 12 du TD1 sauf A C f~1(f(A)) démontré a la page suivante.

|
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Démonstration.

A C F7Y(f(A))
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o Graphes, ensembles, logique et raisonnement

@ Graphes et récurrence



Graphes, ensembles, logique et raisonnement

Wooclap

Graphes et récurrence

Allez sur

Entrez le code d'événement dans le
bandeau supérieur

Envoyez au

Vous pouvez participer

Code d'événement
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Un premier exemple de graphes : Graphe complet

Un graphe est complet si toute paire de sommets distincts est une aréte.

LINKE

Combien un graphe sur n sommets a-t-il d'arétes?

¢ Réponse

En TD (ex 14 TD1)
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Suite et récurrence

Quelques rappels :

@ On note N I'ensemble des entiers naturels, c'est-a-dire les nombres
entiers positifs : 0,1,2,...

@ Une suite est une application, souvent notée u, qui a tout élément de
N associe un nombre réél : u: N — R.

@ Dans le cas des suites, on note u(n) par up,.

o La suite elle-méme est notée (up)nen
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

© Question

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le
probleme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de
droite) a 4 disques?

| e |

Regles :
@ Un seul disque bouge a la fois

@ Un disque ne peut pas étre au-dessus d'un disque de plus petit
diamétre



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Graphes et récurrence

Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

© Question

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le
probléme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de

droite) a >< 3 disques ?

Regles :
@ Un seul disque bouge a la fois

@ Un disque ne peut pas étre au-dessus d'un disque de plus petit
diameétre
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

2

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le
probléme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de

droite) a X 2 disques ? wooclap



Graphes, ensembles, logique et raisonnement Graphes et récurrence

Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

© Question

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le
probléme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de

droite) a X 2 disques ? wooclap

¢ Réponse
3!
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

© Question

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le
probléme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de

droite) a X 2 disques ? wooclap

¢ Réponse
3 |(: ZTQ)
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

2
© Question
En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le

probleme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de
droite) a 3 disques ? wooclap
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

© Question

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le

probleme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de
droite) a 3 disques ? wooclap

¢ Réponse

T3=2T+1=2x34+1=7=8-1
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

© Question

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le

probleme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de
droite) a n disques ? wooclap

¢ Réponse

Th,=2Tp1+1=2"-1
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple
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Raisonnement par récurrence : Récurrence simple

Soit P(n), la propriété a prouver pour tout entier n > ng.

@ Initialisation

o Hérédité

o Initialisation : Montrer P (o)

o Hérédité : Pour k > ng, montrer P(k+1) en supposant P (k)
(Attention ! c’est une implication qu'il faut montrer)

Conclusion : P(n) vraie pour tout n> ng

QN Exercice

Montrons par récurrence que les tours de Hanoi a n disques peuvent &tre
résolues en 2" — 1 étapes
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Raisonnement par récurrence : Récurrence forte

Soit P(n), la propriété a prouver pour tout entier n > ng.

@ Initialisation
o Hérédité (forte!)

o Initialisation : Montrer P(ng)
o Hérédité : Pour k > ng, montrer P(k+ 1) en supposant
P(k),P(k—2),...,P(ng)

Conclusion : P(n) vraie pour tout n > ng

> Exemple

o Mq tout entier naturel n > 2 s'écrit comme un produit de nombres
premiers

o Mq tout entier n > 0 admet une expression binaire (cad qu'il existe
¢ €{0;1} tgn=c2"+c 12" +...+ 2%



Combinatoire, suites et sommations

o Combinatoire, suites et sommations
@ Principe d’addition et de multiplication (Gotta count em alll)
@ Principe d'addition et de multiplication (Gotta count em alll)
@ Suites arithmético-géométriques
@ Suites arithmético-géométriques
@ Sommation
@ Double sommation
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@ Combinatoire, suites et sommations
@ Principe d’addition et de multiplication (Gotta count em alll)



Combinatoire, suites et sommations Principe d'addition et de multiplication (Gotta count em all!)

Combien d'éléments dans un ensemble ?

Le cardinal d'un ensemble E est son nombre d’éléments.

Le cardinal d'un ensemble E est noté |E| (ou #E). On a || =0.

£¥ Proposition

Soient A et B deux ensembles,

o |AUB|=|A|+|B|-|ANB| @ SiSCA S| <A
e |ANB| < min(|A],|B]) e |A\B|=|A|—|ANB]
D Exercice

Pour A={a,b,c} et B={b,c,d,e} Quel est le cardinal de AUB? de
ANB? de A\B7 wooclap
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Applications

Principe d'addition
Si Ei,...,Ex sont deux a deux disjoints (E; N E; = (), pour tout i # j), on
note LI ['union disjointe de ces éléments et on a :

|E U .. UEk| = |Ex|+...+|Ed]

> Exemple

Un graphe a 3 sommets rouges, 6 sommets verts et 4 sommets bleus :
combien a-t-il de sommets ? wooclap
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Produit cartésien de deux ensembles

Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B est
I'ensemble :
AxB={(x,y)[xe€ Ay e B}

> Exemple

Les coordonnées dans le plan, un classement des meilleurs scores a un jeu,

o Proposition

Si A et B sont finis, on a :

|Ax B| = |A] x|B]
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Applications

Principe de multiplication

Si un objet consiste en k éléments, chacun choisit dans un ensemble A; de
cardinal |A;| (1 </ < k), alors le nombre d'objets différents possibles est :
|A1 X ... X Ak| = |A1] X ... x |Agl.

> Exemple

Un graphe a 3 sommets rouges et 6 sommets verts, ainsi que toutes les
arétes possibles entre deux sommets de couleurs différentes (le graphe est
"biparti complet”) : combien le graphe a-t-il d'arétes ? wooclap

> Exemple

Dans un restaurant, il y a 2 choix d’entrées, 3 choix de plat principal et 4
choix de dessert : combien de formules différentes y a-t-il 7 wooclap
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@ Combinatoire, suites et sommations

@ Principe d'addition et de multiplication (Gotta count em alll)



Combinatoire, suites et sommations Principe d’addition et de multiplication (Gotta count em all!)

Wooclap

Allez sur

Code d'événement

Entrez le code
d'événement dans le
bandeau supérieur

Envoyez au

Vous pouvez participer
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Principe d’'addition

Si Eq,..., Ex sont deux a deux disjoints (E; N Ej = (), pour tout i # j), on
note LI I'union disjointe de ces éléments et on a :

|E1|_|...|_|Ek|:|E1|—|—...—|—|Ek|

Principe de multiplication

Si un objet consiste en k éléments, chacun choisit dans un ensemble A; de

cardinal |A;| (1 <i< k), alors le nombre d'objets différents possibles est :
|A1 Xooo ><Ak| = |A1’ X ... X ‘Ak|
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Retour sur les applications

© Question
Soient E et F deux ensembles finis. Combien y a-t-il d'applications de E
dans F7?

L'ensemble des applications de E dans F est noté FE ou F(E,F). Ona:

175 = |F11
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Propriétés de I'image directe et de I'image réciproque

k. Proposition

Soit f une application de X dans Y, A et A’ deux sous-ensembles de X, B
et B’ deux sous-ensembles de Y .

° f(AUA’)— fF(A)UF(A)
F(ANA') C F(A)NF(A)
F(A)\ F(A) C F(A\A)
f(f~1(B))=BNIm(f) C B

FYB)UF (B
“YBNB)=FLB)nf (B
=f~1(B)\f1(B)

© Question

Dans quel(s) cas a-t-on I'égalité dans les inclusions ci-dessus ?
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Injectivité

Une application f : E — F est injective si et seulement si chaque élément
de F a au plus un antécédent.

> Exemple

Parmi les dessins d’applications ci-dessous, lesquels représentent une
application injective ? wooclap
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Injectivité et cardinal

£ Proposition

Soit f : E — F une application injective entre deux ensembles finis. Alors

nous avons les propriétés suivantes pour tous sous-ensembles A et A’ de
E :

o |E|=[Im(f)| < |F|

o F(ANA) = f(A)NF(A)
o A= fL(f(A))

o f(A)\f(A)=rf(A\A)

Démonstration.

Voir TD2. Montrons a la page suivante :
|E| = [Im(f)]
AD FL(F(A))
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Surjectivité

Une application f : E — F est surjective si et seulement si chaque élément
de F a au moins un antécédent.

> Exemple

Parmi les dessins d'applications ci-dessous, lesquels représentent une
appllcatlon surject|ve7 wooclap
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Surjectivité et cardinal

£ Proposition

Soit f : E — F une application surjective entre deux ensembles finis. Alors
nous avons les propriétés suivantes :

o |F|<|E|
o f(f1(B) =8B

Démonstration.

Le deuxiéme point sera montré en TD. Pour le premier point,
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Lemme des bergers

&8 Lemme

Soit E et F deux ensembles finis. S'il existe une surjection f : E — F telle
que |f~X({y})| = p pour tout y de F alors |E| = p|F|

> Exemple

Si un berger veut baguer les moutons
de son troupeau, il devra acheter
deux fois plus de bagues qu'il a de
mouton
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Bijectivité

Une application f : E — F est bijective si et seulement si chaque élément
de F a exactement un antécédent.

Une application est donc bijective si et seulement si elle est injective et
surjective.

o Proposition

Soit E et F deux ensembles finis. S'il existe une bijection f : E — F, alors
|E|=|F|.
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Vers les suites

Quel est le nombre a, d’arétes du cube en dimension n a-t-il ?



Combinato suites et sommations Suites arithmético-géométriques

@ Combinatoire, suites et sommations

@ Suites arithmético-géométriques



Combinatoire, suites et sommations Suites arithmético-géométriques

up est un nombre, (up)nen est une suite et (up) est un nombre entre
parentheses...

W =t Un+4d

n+4 0

Au controle : une écriture ambigué ne peut pas étre corrigée



Combinatoire, suites et sommations Suites arithmético-géométriques

Une suite est définie par récurrence si on connait le terme initial ug et que
up est défini en fonction des occurrences précédentes.

Ne pas confondre une suite définie par récurrence, et un raisonnement par
récurrence.
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Rappels des tours de Hanoi

© Question

En combien de mouvements au minimum est-il possible de résoudre le

probleme de la tour de Hanoi (amener tous les disques sur le poteau de
droite) a n disques?

¢ Réponse

Th,=2Tp1+1=2"-1
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Calculer une suite avec la relation de récurrence est coliteux

Par exemple,
Tio=2Tg+1=2(2Tg+1)+1=4(2T7+1)+3=8(2Te+1)+7=...

¢ Réponse

On cherche alors une « formule close » pour T,, c'est-a-dire une expression
de T, qui ne demande de ne connaitre que n (et pas T,—1). On appelle
une telle expression le terme général de la suite.

C'est faisable notamment pour les suites arithmético-géométriques.
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Suites arithmétiques

Une suite (up)nen définie par récurrence est une suite arithmétique si,
dr e R,Vn >0,

Upt1=Up+r

Le nombre r est la raison de la suite.

De maniére équivalente, (up)nen est une suite arithmétique si la suite

Vo = (ups1 — up) est constante, c'est-a-dire que sa valeur ne dépend pas de
n.
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A Remarque

L'expression “arithmétique” vient du fait que la suite arithmétique telle que
up =0, r =1, décrit tout les entiers naturels. Et |'arithmétique est I'étude
des nombres.

© Question

Quel est le terme général d'une suite arithmétique ? wooclap

£ Théoreme
Le terme général une suite arithmétique (up)nen de premier terme uy et de
raison r est

Up = ug + nr
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Une suite (up)nen définie par récurrence est une suite géométrique si,
dr € R*,Vn > 0,
Upt1=r X up et ug#0

Le nombre r est la raison de la suite.

De maniere équivalente, (up)nqen est une suite géométrique si, elle ne
s'annule pas, et la suite v, = % est constante.
n

© Question

Quel est le terme général d'une suite géométrique ? wooclap
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£ Théoreme
Le terme général une suite géométrique (un)nen de premier terme ug et de

raison r est
up=r"up

Démonstration.
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A Remarque

I'expression “géométrique” pourrait venir de ce phénomene (cf. Thales) :

CC BY-SA 3.0, David K


https://math.stackexchange.com/q/1281923

Combinatoire, suites et sommations Suites arithmético-géométriques

Suites arithmético-géométriques

Que dire d’une suite de la forme upy1 = au,+b7?

hEi
£ Théoreme (Ex 11 TD2)
. Le terme général d’une suite
' |k ] f arithmético-géométrique vérifiant
o7 Upt1 = aup+ b avec a# 1 est

u—a"(u— b >+ b
" 0 1—a 1—a
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Conclusion de la séance

Combien d’arétes a donc le cube de dimension n?
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@ Combinatoire, suites et sommations

@ Suites arithmético-géométriques
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Wooclap

@ o Allez sur wooclap.com Code d'événement

° Entrez le code d'événement dans le HA' 105X6

bandeau supérieur

Envoyez au

Vous pouvez participer

& Copler la Uen de participation
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Suites arithmétiques

Une suite (up)nen définie par récurrence est une suite arithmétique si,
JreR,vn>0,
Upt1 = Up+r

Le nombre r est la raison de la suite.

£ RS
L. Théoréme
Le terme général une suite arithmétique (up)nen de premier terme uy et de
raison r est

Up = ug + nr
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Une suite (up)nen définie par récurrence est une suite géométrique si,
dr € R*,Vn > 0,
Upt1=r X up et ug#0

Le nombre r est la raison de la suite.

De maniere équivalente, (up)nqen est une suite géométrique si, elle ne
s'annule pas, et la suite v, = % est constante.
n

© Question

Quel est le terme général d'une suite géométrique ? wooclap
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£ Théoreme
Le terme général une suite géométrique (un)nen de premier terme ug et de

raison r est
up=r"up

Démonstration.
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A Remarque

I'expression “géométrique” pourrait venir de ce phénomene (cf. Thales) :

CC BY-SA 3.0, David K


https://math.stackexchange.com/q/1281923
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Suites arithmético-géométriques

Que dire d’une suite de la forme upy1 = au,+b7?

hEi
£ Théoreme (Ex 11 TD2)
. Le terme général d’une suite
' |k ] f arithmético-géométrique vérifiant
o7 Upt1 = aup+ b avec a# 1 est

u—a"(u— b >+ b
" 0 1—a 1—a
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Conclusion de paragraphe

Combien d’arétes a donc le cube de dimension n?
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@ Combinatoire, suites et sommations

@ Sommation
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Souvenez-vous : Graphe complet

Un graphe est complet si toute paire de sommets distincts est une aréte.

LINKEY

Combien un graphe sur n sommets a-t-il d’arétes?

¢ Réponse

Comptons autrement !
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La notation Sigma X

QN Exercice

Calculer la somme de tous les nombres entiers naturels jusqu'a 6. weoclap

La formule générale est un résultat célebre dii a Gauss.

& Lemme

SoitneN, n>1. Alors1+2+3+---+n= n(n2+1)'
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On aimerait écrire de maniére plus pratique 1+2+3+---+n. On utilise le
signe Y « somme » (qui est en fait la lettre grecque sigma majuscule) :

Sn=> k=14243+-+4n.
k=0

o L'indice k est muet :

def S(n): Z k= Za;
k=0 i=0

Saux=0
for k in range(n+1): o Par contre n ne peut pas étre
Saux=Saux-+k changé arbitrairement

return Saux

n m
da# > ax
k=0 k=0
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Soit ax un nombre donné. Que vaut Y7 ay ? weoclap

def A(n):
Saux=0
for i in range(n+1):
Saux=Saux+a_k
return Saux
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QN Exercice
Comment écririez-vous la somme suivante ?

def B(n):
Saux=0
for i in range(3,15):
Saux=Saux-+i
return Saux

wooclap

¢ Réponse

14
Bo=>i
i=3
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QN Exercice
Comment écririez-vous la somme suivante ?

def P(n):
Saux=0
for i in range(0,11,2):
Saux=Saux-+i
return Saux

wooclap

¢ Réponse

5
Pp=> 2i
i=0
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On note les propriétés immédiates des sommes : pour un réel ¢

Z Cak —cZak
k=0

et aussi :
n

> (ak+b) = Zak+zbk
k=0

k=0
Pour 1< m<n

m n n
Zak+ Z ax = Zak+3m
k=1 k=m k=1
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Sommes téléscopiques

Comment obtenir une expression sans le signe somme ? Un cas simple est
celui des sommes telescopiques qui sont de la forme

n

Sn= Z (3k+1—ax)

k=0

Calculer S,,. wooclap

Solution
Sp=(a1—ao)+(a2—a1)+...+(an-1—an—2)+(an—an—1)+(an+t1—an) =
dp41 — 40-
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Changement d'indice

On peut faire un changement d'indice pour simplifier I'expression d'une
somme. Il faut toujours veiller a avoir le méme nombre d'éléments dans la
somme.
Par exemple, pour montrer que :

(n—=1)(n—=2) (n—k)(n—k—-1) k(k—1)

2 2 _2>O

A Remarque

Si, si, ¢a arrive en informatique. Par exemple pour montrer que tout graphe
G qui a n sommets et strictement plus de % arétes est connexe.
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Exemple d'application

Quelle est la somme des 5 premiers nombres impairs ? des k premiers ?

wooclap
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QN Exercice

En faisant un changement d'indice, simplifier |'expression de
Sn= EZ:O k — 2}7:2(17 —J) wooclap
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Sommation de suites arithmétiques

£ Proposition

Si up, est une suite arithmétique de raison r,

n(n+ 1)r
2

Démonstration.

Zuk (n+1)uo+
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Sommation de suites géométriques et passage a la limite

o Proposition

Si u, est une suite géométrique de raison r,

L Up—Uppr 1P
E Uy = = i
1—r 1—r
k=p

Notamment, si [r| <1, la limite lim, (3> _k—, Uk) existe. On note alors :

> u
Zuk: 1_pr'
k=p
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£ Corollaire (admis)

Silr| <1,
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@ Combinatoire, suites et sommations

@ Double sommation
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S=0
for i in range(5):
for j in range(i):

S=S+1
print(S)
QN Exercice

Qu'affiche le programme suivant 7 weoclap

© Question

Comment le formaliser mathématiquement ?

¢ Réponse

Par une double sommation !
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Double somme et tableaux

Soit (ajj)1<i<n,1<j<m une matrice (ou a[i][j] un tableau si vous préférez)
3171 3172 aLm

dn,l dn2 °°* dnm

On peut additionner les termes de la i-ieme ligne, pour i € [1,n], on
obtient un nombre qui dépend de i :

m
L,' = Z a,-d-
j=1

On peut aussi additionner les termes de la j-ieme colonne, pour j € [1,m],
on obtient un nombre qui dépend de ; :

n
G=) ai
i=1
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Par exemple, on peut considérer la matrice ol a;; est la note de I'éleve j
au ieme contrdle.

WKHFEN DD
N W WwwpH
>~ OB~ B~ O

© Question

@ Quelle est la moyenne de I'éleve 3 7 wooclap

@ Quelle est la moyenne de la classe au premier contrdle 7 wooclap

@ Quelle est la moyenne de la classe sur |'année ? wooclap
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Par exemple, on peut considérer la matrice ou a;; est la note de I'éleve j
au ieme contrdle.
3171 31’2 al,m

an,l @n2 °°° dnm

o Quelle est la moyenne de I'éleve j 7 wooclap
o Quelle est la moyenne de la classe au contréle j ? wooclap

o Quelle est la moyenne de la clase sur I'année ? wooclap
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Si on additionne tous les termes de la matrice, on peut le faire de deux

facons :
ZC ZL

ce qui donne :
n m

i=1 i=1
Ce que I'on écrit souvent sans les parentheéses :
m n
)ITEDS) SH78
j=1li=1 i=1j=1
Si n=m, on peut utiliser la notation suivante :

n n n
IRIED 9 9

ij=1 i=1j=1
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Un cas particulier est quand a; j = bicj, i € [1,n],j € [1,m].

£ Lemme

1 ij:1 biCj = (2271 bi) x (ij:1 Cj)'

> Exemple

a;J:ixj
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Indices liés

=0 5
for i in range(5): 1
for j in range(i): IZ_%JZ%

S=5+1
print(8)

De maniere générale, on peut avoir :
n m
PIPBLN
i=1j=i
Si n=m, on peut aussi écrire (134) sous la forme

Sy SLTED SR o) oo

i=1 j=i 1<i<j<n j=1i=1
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Exemple d'application : Tri naif

def tri(t):
for 1 in range(len(t)):
On veut trier le tableau max=t[0]
suivant a l'aide d'un posMax=0
algorithme de tri naif : for j in range(1, len(t)—1):
EIDEIEIE S,
posMax=j

t[posMax|=t[len(t)—1—1i]
t[len(t)—1—i]=max

Combien y a-t-il de comparaisons ? wooclap
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Calculer Zl§j<k<3 k —j wooclap
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Un moyen de voir |'égalité
n i n n
DD A= D A
i=1j=1 j=1i=j

est de représenter dans un tableau les indices qui sont atteints :

CC BY-SA 4.0,


https://fr.wikiversity.org/wiki/Sommation/Sommation_double

Double sommation

im0 2@ = 20 Sigaijt D1 D=0 i
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Un p-uplet d'éléments (ou p-liste) de E est une liste d'éléments de E de
longueur p.

£ Proposition

Si E est un ensemble fini de cardinal n, le nombre de p-listes de E est n”.

QN Exercice
Je tire trois fois un dé, et je note a chaque fois le résultat. Quel est le
cardinal de I'ensemble des résultats ?

Solution 63 =216
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Ol a-t-on déja vu ca?

Soient E et F deux ensembles. Une application de E dans F est un uplet
de |E| éléments de F. Comme chaque élément de E désigne une et une
seule case du uplet, on peut alors noter f(x) I'(unique!) élément du uplet
correspondant a x.

£ Proposition
Le nombre d’applications d’'un ensemble E dans un ensemble F est :
F(E,F)=|F|'.
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Permutations et factorielles

Une permutation d'un ensemble E est une application bijective de E dans
E.

£ Proposition
Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est donné par la
factorielle

n
n!:nx(n—l)!:Hi:1x2x...xnavecO!zl.
i=1

> Exemple

Alice range ses cours de L1 pour pouvoir les relire facilement. Sachant
qu'elle a 6 modules différents ce semestre, de combien de maniéeres
différentes pourra-t-elle attribuer les intercalaires de son classeur ?
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Uplets sans répétitions (=Arrangements)

Un k-arrangement de E est un k-uplet de E sans répétition. C'est une
injection de [1; k] :={1,2,...,k—1,k} dans E.

Remarque : Un |E|-arrangement est une permutation.

£ Proposition

Le nombre de k-arrangements (= k-uplets sans répétitions) d'un ensemble

E est donné par : .

(”)kzi:r[l(”*"+1):m

> Exemple

Le comité olympique décide, en premiere sélection, de classer quatre
dossiers parmi les vingt dossiers de candidature déposés : combien de
classements différents pourrait-il faire ?
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Sous-ensembles (=combinaisons)

A Remarque

Un k-sous-ensemble (ou ss-ensemble de cardinal k) d'un ensemble E
devient un k-uplet sans répétition lorsqu’'on ordonne ses éléments

£ Proposition

Soit E un ensemble de cardinal n. Le nombre de sous-ensembles de E de
cardinal k est donné par le coefficient binomial :

k éléments

(n)z n! _n(n—l)...(n—k—i—l):(n)k

Ki(n— k)! kI kI

> Exemple

Pour jouer au loto, il faut cocher 5 numéros sur une grille de 49 nombres
puis choisir un numéro chance parmi dix : combien de tickets de loto
différents est-il possible de remplir?




QN Exercice

Calculer (7), (8) et (,”,) wooclap

Solution (7)) = ST = =1

(o) = 0!6!7)! =1(,0)=n

D Exercice

Calculer (}) pour nde 1 a4 et k de 0 a n. wooclap

Solution Si on range les solutions comme ceci


https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal~27s_triangle

Dénombrement

on obtient le triangle de Pascal (dont on reparlera plus tard)

1

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

CC BY-SA 4.0,

wooclap


https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal~27s_triangle

Imaginons un aventurier qui s'est perdu dans un donjon.
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La princesse vient dans le donjon pour récupérer |'aventurier malheureux.
On suppose que les salles sont connectées par niveau de cette facon :

QN Exercice

Combien de chemins différents la princesse peut-elle emprunter pour arriver
a l'aventurier (bien siir elle ne redescend jamais d'un niveau) ? weoclap



Dénombrement

La réponse est donnée par le triangle de Pascal !

CC BY-SA 4.0,


https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal~27s_triangle
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£ Théoreme
Le nombre de chemins d'un coin d’un tableau de taille n x m au coin
Opposé est

n+m\ [(n+m\ (n+m)!

n m n!'m!
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Par exemple dans ce cas

j'ai 7 pas a faire : p1,p2,p3, pa, Ps, Pe, P7. Le choix du chemin est le choix
de 4 pas horizontaux, ici p1,p3, pa, p7. C'est aussi le choix de 3 pas
verticaux : po, ps, Pe.
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Ensemble des parties

L'ensemble des sous-ensembles d'un ensemble E est appelé ensemble des
parties de E, notée P(E).

La fonction indicatrice (ou fonction caractéristique) de S C E, notée 1g est
I'application de E dans {0,1} qui envoie les éléments de S sur 1 et les
autres sur 0.



https://math-os.com/parties-dun-ensemble-fini/
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£ Théoreme

Pour tout ensemble E, P(E) et {0,1}E sont en bijection.

£ Proposition

POX)| =2
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Soit B ={0,1} I'ensemble des booléens.

Une fonction booléenne a n variables (ou fonction binaire, ou fonction
logique) est une application

f:B" - B
(a1,...,an) — f(a1,...,an)

On représente f par un tableau qui est dit Table de Vérité de f.

£ Proposition
@ L'ensemble F, des fonctions booléennes (de B" dans B) est en
bijection avec P(B") I'ensemble des ensembles d’éléments de B".

o Le nombre d'éléments de F, est 2(2").
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Rappels : Sous-ensembles (=combinaisons)

A Remarque

Un k-sous-ensemble (ou ss-ensemble de cardinal k) d'un ensemble E
devient un k-uplet sans répétition lorsqu’'on ordonne ses éléments

£ Proposition

Soit E un ensemble de cardinal n. Le nombre de sous-ensembles de E de
cardinal k est donné par le coefficient binomial :

k éléments

(n)z n! _n(n—l)...(n—k—i—l):(n)k

Ki(n— k)! kI kI

> Exemple

Pour jouer au loto, il faut cocher 5 numéros sur une grille de 49 nombres
puis choisir un numéro chance parmi dix : combien de tickets de loto
différents est-il possible de remplir?
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Multi-ensembles (=combinaisons avec répétition)

> Exemple

Bob range son armoire dans laquelle il a dix paires de chaussettes toutes
identiques et cinq tiroirs : combien de manieres différentes a-t-il de ranger
ses affaires?

£ Proposition

Soit E un ensemble de cardinal n. Le nombre de k-multi-ensembles de E
est donné par le coefficient multinomial :

)
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Anagrammes (=permutations avec répétition)

Un anagramme (=permutation avec répétition) d'un ensemble E est un
mot dont les lettres sont r éléments de E répétés chacun ny,no,...,n, fois,
tels que n; + ...+ n, = n. n est alors la longueur du mot.

£ Proposition

Le nombre d’anagrammes de longueur n d’un ensemble E avec r lettres

différentes répétées ny,...,n, fois respectivement est donné par les
coefficients multinomiaux n!

m!...n!"
> Exemple

Combien le mot "PRESTIDIGITATEUR" a-t-il d’'anagrammes ?
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Tableau récapitulatif

Soit E un ensemble de cardinal n et F un ensemble de cardinal k.

Ordonné
Oui Non
k-uplets de E k-multi-ensembles de E
(= fonctions de F dans E)
nk (n—i—k—l)
k

Répétition

k-uplets sans répétitions k-sous-ensembles de E

(= fctions inj. de F dans E)
|

- (%)

(n—k)!
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Retour vers le futur

Considérons un sous-ensemble F d'un ensemble fini E. La probabilité pour
un élément x de E d’étre dans F est donnée par :
|Fl

P({xeF})= E

Une probabilité ne peut JAMAIS étre plus grande que 1.

A Remarque

Une définition plus rigoureuse sera donnée au second semestre.
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Principe de double-comptage

Le double-comptage consiste a compter de deux maniéres différentes un
certain ensemble. De maniére équivalente, il revient a donner une bijection
entre deux ensembles qui ont alors le méme cardinal.

> Exemple

Souvenez-vous de |'exemple vu précedemment :

|

(a+b)? = a% +2ab +2b?

> Exemple

Comment montrer de la méme maniére :

Z’_ n+1

|
’
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lllustration du principe de double-comptage

Comptons les points magenta :

o Il'y a en tout 7 x 8 points (ici, n=7). Comme il y a autant de points
magenta que cyan, il y a donc 28 points magenta.

o Comptons les par ligne : il y en a 1 sur la 1lére ligne, 2 sur la 2eme, ...,
7 sur la 7éme soit 1424344454647 points magenta.

Onaalors X8 =142+3+44+5+6+7.
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lllustration du principe de double-comptage

£ Proposition

Zi: n(n+1)

Démonstration.

Considérons un rectangle de n lignes et n+ 1 colonnes avec i points
magenta sur la ieme ligne et les autres cyan. Comptons les points
magenta :

> Il'y a en tout nx (n—1) points. Comme il y a autant de points

n(n—1)
2

magenta que cyan, il y a donc points magenta.

» Comptons les par ligne : il y en a 1 sur la 1lere ligne, ..., n sur la nieme
soit .7 ;i points magenta.

En comptant de deux maniéres différentes les points magenta, on obtient

Z i 7nn+1)
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£ Théoreme (Formule du bindme de Newton)

Pour tout entier n, et deux nombres réels a et b quelconque,

ron= 3 ()

p=0

Démonstration.

Considérons n étudiants qui décident d’acheter une tablette (2 modeles
différents) ou un ordinateur (b modeles différents).

> Chaque étudiant a a+ b choix, il y a donc (a+ b)" choix possibles

o Soit p le nombre d'étudiants qui décident d'acheter une tablette (donc
n— p achétent un ordinateur). On a 0 < p <n.

Iy a (;) manieres de choisir les étudiants qui vont acheter les tablettes.
Chacun des p étudiants qui achétent une tablette a a choix, soit a”
possibilités au total.

Chacun des n— p étudiants qui achetent un ordinateur a b choix, soit b"~P
possibilités au total.
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Un autre exemple

£ Proposition (Formule du triangle de Pascal)
n\ (n-—1 n n—1
k] \ k k-1

Soit S/ I'ensemble des sous-ensembles de taille k de {1,...,n}. Considérons
un élément s de S . Il y a (]) maniere de choisir un tel ensemble.

De plus, ou bien n appartient au sous-ensemble choisi ou bien n n'y
appartient pas : on peut alors appliquer le principe d’addition.

Comptons les éléments de S/ contenant n : il faut choisir les k —1 autres
éléments de I'ensemble et on a (Zj) facons de le faire. %

Comptons maintenant les éléments de S/ ne contenant pas n : ce sont
alors des sous-ensembles de {1,...,n—1} et réciproquement tout
sous-ensemble de {1,...,n—1} est un sous-ensemble de {1,...,n}. =

On a alors S| =" (}) =" (n;1> + (Z:i)

Démonstration.
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Nombres de Stirling

Soit E un ensemble et k > 1. Une partition de E est un ensemble
{A1,...,Ax} de sous-ensembles de E qui sont

@ non vides

o deux a deux disjoints ce qui signifie
V(I’J) € [[1’k]] = Hl,kﬂ,l#J?AlﬂAj :@
o E=A1UAU---UA

Le nombre k est le nombre de blocs de la partition, on parle de partition a
k blocs.



L VS0
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> Exemple
o Il'y a une seule partition a un bloc de E, c'est {E}

o Si E est un ensemble fini avec |(|E) = n, il n'y a pas de partition a k
bloc si k > n, et il y a une seule partition a n blocs : si
E ={x1,...,xx}, la partition est

{{at,- Dt

® Exercice
Donner toutes les partitions de E = {1,2}.

solution {{1},{2}},E



brement

> Exercice

Calculer de combien de facon différentes je peux répartir trois disques sur
deux piquets de ma tour de Hanoi.

Solution 3. En effet, si je note a, b, ¢ les disques, on a trois facons de
décomposer {a,b,c} en 2 blocs

{a}U{b,c},{btU{a,c} {c}U{a,b}
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Le nombre de Stirling S(n, k) est le nombre de partitions a k blocs d'un
ensemble a n éléments, pour n > 1.

On a vu que
S(n,1)=S(n,n)=1
k>n=S(nk)=0

et d'une maniéere évidente, on va poser

S(n,0)=0
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£ Théoreme ( Récurrence de Stirling)
Pour tout n>2 et2< k<n-—1,

S(n,k)=S(n—1,k—1)+kS(n—1,k)

Démonstration Soit E un ensemble a n éléments, et soit x € E. Il y a deux
types de partitions a k blocs de E :

Q celles ot {x} est un bloc. Donc toutes les partitions de ce type sont la
méme chose qu'une partition de E\ {x} a k—1 blocs, ce qui est
exactement S(n—1,k—1);

@ celles ot {x} n'est pas un bloc. Il faut alors ajouter x a un bloc d'une

partition de E\ {x} a k blocs. Il y a S(n—1, k) telles partitions, et on
a un choix de k blocs ou mettre x : kS(n—1, k) choix.

0
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QN Exercice

Utiliser la récurrence de Stirling pour (re)compter de combien de fagon
différentes je peux poser 3 disques sur 2 piquets.

Solution Il faut calculer 5(3,2)!

5(3,2) = 5(2,1)+25(2,2) =1+2x1=3
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Le nombre de Bell B, est le nombre total de partitions d’'un ensemble a n
éléments.

En d'autres termes,

(on pose By =1).
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