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Le poset des hyperarbres

Définition
Soit | un ensemble fini de cardinal n, S et T deux hyperarbres sur
l.

S X T <= Toute aréte de S est I'union d’arétes de T.
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Le poset des hyperarbres

Définition
Soit | un ensemble fini de cardinal n, S et T deux hyperarbres sur
l.

S X T <= Toute aréte de S est I'union d’arétes de T.

Exemple pour les hyperarbres sur quatre sommets
id 111
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e HT, = poset augmenté des hyperarbres sur [1, n].
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o HT, = poset augmenté des hyperarbres sur [1, n].

o Etudié par D. McCullough et A. Miller (1996), N. Brady,J.
McCammond,J. Meier et A. Miller (2001),puis C. Jensen, J.
McCammond et J. Meier (2004, 2006 et 2007) pour |'étude
de groupes d'automorphismes du groupe libre et de produits
libres, et F. Chapoton (2007).
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M(ﬁ’ 6) = 1a
p(O,y)=— > u(0,2), Vy € P.
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p(O,y)=— > u(0,2), Vy € P.
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Nombre de Mobius du poset des hyperarbres

Nombre de Mobius —2 1

o O

= - Z M(G,Z), Vy € P.
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Homologie d'un poset

Pour tout poset P et tout entier naturel j,

Gi(P) = Vectc({ao < ... < aj,a; € PVi € [0;j]}). J
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Homologie d'un poset

Pour tout poset P et tout entier naturel j,

Gi(P) = Vectc({ao < ... < aj,a; € PVi € [0;j]}). J

On définit I'application de bord 0; : C;(P) — C;_1(P) par :
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Homologie d'un poset

Pour tout poset P et tout entier naturel j,

Gi(P) = Vectc({ao < ... < aj,a; € PVi € [0;j]}). J

On définit I'application de bord 0; : C;(P) — C;_1(P) par :

J
dxo<x1<..<x)=> (-)(o<x<...<&<..<x).
i=0

On a 8j_18j =0.
L'homologie mesure le défaut d'exactitude. Elle est définie par :

H;(P) = ker 8;/im 9j1. J
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Caractere Cohen-Macaulay

Définition
Un poset est Cohen-Macaulay si et seulement si tous ses groupes
d’homologie réduite sont nuls, sauf celui en degré maximal.
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Caractere Cohen-Macaulay

Définition
Un poset est Cohen-Macaulay si et seulement si tous ses groupes
d’homologie réduite sont nuls, sauf celui en degré maximal.

Proposition (McCammond et Meier, 2004)

Le poset des hyperarbres sur n sommets est Cohen-Macaulay, pour
tout n > 1.
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Lien entre le nombre de Mébius d'un poset et son
homologie

Nous relions maintenant ces deux notions :

u(AT,) = dim Hy_3(AT,) = (—1)™ 3 (=1) dim G(AT,),

jz-1

ou Cj(ﬁﬁ,) est le C-espace vectoriel des j + 1-chaines sur HT,.
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Retour sur le nombre de Mobius du poset des hyperarbres

Nombre de Mo&bius du poset des hyperarbres sur n sommets
(n —1)"=2 [McCammond et Meier, 2004] J
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Retour sur le nombre de Mobius du poset des hyperarbres

Nombre de Mo&bius du poset des hyperarbres sur n sommets
(n —1)"=2 [McCammond et Meier, 2004] J
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9 Hyperarbres et Espeéces

Especes

Des chaines larges aux chaines strictes
Relations entre especes

Résultats

Hyperarbres décorés
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Especes

Exemples
e {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}
(espéce des listes L)
e {{1,2,3}} (espece des ensembles E)
o {{1},{2},{3}} (espece des ensembles pointés P)

Cofd Pl d5rd 8

(espéce des arbres enracinés A)

Les ensembles ci-dessus sont des images par des especes de
I'ensemble {1,2,3}.
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Especes

Exemples

° {(V.a8), (V.44), (4,08) (4.50), (#0.4), (&6,0)}
(espece des listes L)

o {{V,4,&}} (espéce des ensembles [E)
o {{V}, {a}, {#}} (espece des ensembles pointés IP)

(Bt Ao Aot &)

(espéce des arbres enracinés A)

Les ensembles ci-dessus sont des images par des especes de
I'ensemble {&%, ©, &}.
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Définition formelle

Définition

Une espéce F est un foncteur de la catégorie des ensembles finis et
bijections dans elle-méme. A un ensemble fini I, | ‘espéce F associe
un ensemble fini F(1) indépendant de la nature de I.
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Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux especes.
o F'(I) = F(IU{e}), (dérivée)
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Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux especes.
o F'(I) = F(IU{e}), (dérivée)

Exemple : dérivée de |'espece des cycles pour | = {Q, &, &}
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Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux especes.
o F'(I)= F(IU{e}), (dérivée)
e (F+G)(I)=F(I)u G(I), (addition)
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Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux espéces.
o F'(I)= F(IU{e}), (dérivée)
o (F+G)(I)= F(I)u G(/), (addition)
e (F-G)(I)=>pun= F(h) x G(k), (produit)
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Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux especes.
o F'(I)= F(IU{e}), (dérivée)
e (F+G)(I)=F(I)u G(I), (addition)
o (F-G)(I) =X hun= F(h) x G(k), (produit)

o (FoG)(I) =Xrepyy F(m) X [1exr G(J), (substitution) o
P(I) décrit I'ensemble des partitions de /.
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Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux espéces.
o F'(I)= F(/ U {e}), (dérivée)
e (F+G)(I)= F(I)u G(I), (addition)
o (F-G)(1) = Siyupe F(R) x Gk, (produit)

o (FoG)(I) =Xrepuy F(m) X [ exr G(J), (substitution) o

P(I) décrit I'ensemble des partitions de /.

Exemple de substitution : Arbres enracinés de listes sur
I ={1,2,3,4}

(2,4,3)| |(4,3,2) (1) (3,4)| (2,3)]](1)
I I I I

(1) (1) (4,2,3)] [(12) (4)

u

semi-pointées
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Définition
A une espéce F, on associe sa série génératrice :
Xn

Crx) = S #F({L,.... P~

I
=0 n!

Exemples de séries génératrices :

o La série génératrice de |'espece des listes est Cp, = ﬁ
e La série génératrice de I'espéce des ensembles est
Cg = exp(x).
e La série génératrice de |'espece des ensembles pointés est
Cp = x - exp(x).
o La série génératrice de |'espece des arbres enracinés est

_ n—1x"
Ca=p>1n" 0
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Définition
La série indicatrice de cycles d'une espéce F est la série formelle en
une infinité de variables p = (p1, p2, p3, . ..) definie par :

Zr(p) = Yps0 31 Cocs, FOPTPI2PT ...

e avec F?, I'ensemble des F-structures fixées par I'action de o,

e et oj, le nombre de cycles de longueur i dans la décomposition
en cycles disjoints de o.

e La série indicatrice de cycles de |'espece des listes est
Z, =1
L= T-p"
e La série indicatrice de cycles de |'espece des ensembles est
_ P
Zg = exp(Xu>1 %)

e La série indicatrice de cycles de I'espece des ensembles pointés
est Zp = p1 - exp(P>1 %)
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Opérations

Proposition
Soient F et G deux espéces. Leurs séries indicatrices de cycles
vérifient :

Zri¢ =24+ Zc, Zrc =ZF x Zg,

0z
Zroc =ZFolg, Zp =Gt
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Moralité

Toutes les informations voulues sont contenues dans les especes :
ensemble sous jacent et action du groupe symétrique.
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Retour aux chaines

Pour un entier n > 3,

Définition
Une k-chaine stricte d'hyperarbres sur | est un k-uplet
(a1,...,ak), ol les a; sont des hyperarbres sur | différents du

~

minimum Q et aj < aj41.

Proposition

Comme HT, est Cohen-Macaulay, le caractére de I'action du
groupe symétrique sur H,_3 est donné en fonction des caracteres
de I'action du groupe symétrique sur Cy par :

n—3

Xi,_, = (=12 D0 (1.

k=—1
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Compter les chaines strictes a I'aide de chaines larges
Soit I un ensemble de cardinal n.
Définition
Une k-chaine large d’hyperarbres sur | est un k-uplet (a1,

coasy ak),
ol les aj sont des hyperarbres sur | et a; = ajy1.
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Compter les chaines strictes a |'aide de chaines larges
Soit / un ensemble de cardinal n.

Définition
Une k-chaine large d’hyperarbres sur | est un k-uplet (a1, ..., ax),
ol les aj sont des hyperarbres sur | et a; = ajy1.

Soit My s I'ensemble des mots sur {0, 1} de longueur k, contenant
s lettres "1". L'espéce M s est définie par :

(D = Mk,57
VO — 0.



Poset des hyperarbres Hyperarbres et Especes Partitions semi-pointées
000 [o] lelele} 000

Compter les chaines strictes a |'aide de chaines larges
Soit / un ensemble de cardinal n.

Définition
Une k-chaine large d’hyperarbres sur | est un k-uplet (a1, ..., ax),
ol les aj sont des hyperarbres sur | et a; = ajy1.

Soit My s I'ensemble des mots sur {0, 1} de longueur k, contenant
s lettres "1". L'espéce M s est définie par :

@ = Mk,57
VO — 0.

Proposition

Les especes H des k-chaines larges et H? des i-chaines strictes
sont reliées par :
Hie =Y M- My

i>0
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Proposition

Les especes Hy des k-chaines larges et HS; des i-chafines strictes
sont reliées par :

Hie =D H] - M.

i>0
.
Démonstration.
Elimination des répétitions (ai,---»ai)
(31, 000 ak)
uj=0si aj =aj_1, 1 sinon (u1,. .., ug)

en posant ag = 0. Ol
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La proposition précédente donne, pour tout entier naturel k :

n—2 k
Xk =2 ||

i=0
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La proposition précédente donne, pour tout entier naturel k :
n—2
k
XK= (I.)x? :
i=0

Xk est donc un polynome P(k) en k qui donne, évalué en —1, le
caractere voulu :

Corollaire

Dans ce qui suit, sauf mention contraire, les hyperarbres seront sur

{1,...,n}.
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Hyperarbres enracinés et creux

Définition
Soit un hyperarbre H sur |. H est enraciné en un sommet s si un
sommet s de H est distingué.
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Définition
Un hyperarbre creux sur n sommets (n > 1) est un hyperarbre sur
I'ensemble {#,1,...,n}, tel que le sommet étiqueté par #, appelé

le creux, appartienne a une et une seule aréte.

22— ®
&—Q1) @ (D
@ O
On note H{™, I'espéce des k-chaines d'hyperarbres dont le
minimum est un hyperarbre creux a une seule aréte et H¢, I'espece

des k-chaines d'hyperarbres dont le minimum est un hyperarbre
creux.
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Relations entre les especes d'hyperarbres

Théoreme
Les espéces Hy, MY, H et H{™ vérifient :
Hy =X - Hj
HE = X -EoH,
HE = HE" o HE,
Him = ]E OHE?]_ — 1.
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Relations entre les especes d'hyperarbres

Théoreme
Les espéces Hy, HY, H, et H{™ vérifient :
HE = X - H),
HE = X -EoH,
H = H{" o HY,
H"=EoH;_, -1

Démonstration.
@ Pointer une espéce revient a faire le produit de |'espece
singleton X et de sa dérivée,

@ On sépare la racine et chacune des arétes la contenant,
laissant des creux la ou était la racine,
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Suite de la démonstration.

HE = X -EoHf,
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Dimension de I'homologie

Théoreme (McCammond et Meier, 2004)

La dimension du seul groupe d’homologie non trivial du poset des
hyperarbres est (n —1)" 2.

Cette dimension est le nombre d’arbres enracinés sur n — 1
sommets.
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Utilisant les relations sur les especes établies précédemment :

Proposition

Les séries indicatrices de cycles Zx et Z satisfont les relations
suivantes :

Zi+2F 0ZP =2ZP + Zk 10 2P,

Z/f_loZ;:—Zlf
Z£:p1E0< Z/(J )
et
0Z
Plik:Z/:-
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Notons M, la série indicatrice de cycles correspondant a I'action de
&, sur les arbres enracinés a n — 1 sommets.

Théoreme (O., conjecture de Chapoton (2007))

La série indicatrice de cycle Z_1, qui donne le caractére de I'action
S, sur H,_3, est donnée par :

Z,1 = pP1— >M.

La série indicatrice de cycles ZP, est donnée par :

ZP, = py (Z Prelie+1).
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Hyperarbres décorés
Définition
Soit S une espéce, un hyperarbre décoré (éventuellement enraciné)
est obtenu a partir d'un hyperarbre H (éventuellement enraciné) en
choisissant pour chaque aréte e de H un élément de S (Ve), ol Ve
est I'ensemble des sommets de ['aréte e.
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Hyperarbres décorés
Définition
Soit S une espeéce, un hyperarbre décoré (éventuellement enraciné)
est obtenu a partir d'un hyperarbre H (éventuellement enraciné) en

choisissant pour chaque aréte e de H un élément de S (Ve), ol Ve
est 'ensemble des sommets de |'aréte e.

Deux décorations différentes du méme hyperarbre H :
par |'espece des cycles et par |'espece des ensembles pointés.
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Nombres d'hyperarbres décorés

Théoreme (0O.)

Soit S une espéce, les séries génératrices des espéces d’hyperarbres
décorés et enracinés décorés s'expriment :

_x—|—ZZES n—1 n';,

n>2 k=1

et
x"
x)—x—i—ZZEg k,n—1)n*1 o
n>2 k=1

ou Es (k, n) est le nombre d’ensembles de k ensembles S'-décorés
sur n sommets.
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Ingrédients de la preuve

e Bijection avec des "arbres en boites” et des ensembles
d’'ensembles décorés.

e Eux-mémes dénombrés par un codage de Priifer.
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Exemple 1 : Décoration par les arbres enracinés

e Soit A I'espece des arbres enracinés. Le nombre de partitions
d’un ensemble de cardinal n en k arbres est ()k x n" 17X
Les séries génératrices des hyperarbres enracinés et creux
décorés par A sont alors :

n

Ch(x)=x+> n@n—1)"25
-

=2 n!

Les hyperarbres décorés par I'espece des arbres enracinés est
en bijection (isomorphisme d'espece) avec les arbres bicolorés.
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Exemple 2 : Décoration par les ensembles pointés

e Soit P I'espéce des ensembles pointés. Le nombre de partitions
d'un ensemble de cardinal n en k ensembles pointés est
(1) kK. Les séries génératrices des hyperarbres enracinés et
creux décorés par IP sont alors :

C5 (x —x—i—ZZ b k1 X

|
n>2 k=1 m
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9 Partitions semi-pointées
@ Partitions semi-pointées
@ Nombre de Mobius
@ Perspectives
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{1,2,3}

({1+2.3})

({132}

({1,233}

{1H{2}{3}
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Poset des partitions [,

{12} {314}

(L2HH4 ] (L3 ((0{23H4)) (a3 ({2413} [{{2HE,.4})

({1.2,314})[{1,2,41{3}] ({1, 23,4} [{1. 312, 4}) ({1, 3,412} ({1, 4}{2,3}][{1}{2.3,4})

{1,2,3,4}
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Partitions semi-pointées

Définition
Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de
"pointables” (o) et un ensemble de "non pointables” (o) vérifiant :
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Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de

"pointables” (o) et un ensemble de "non pointables” (o) vérifiant :
{e0e} — [ |

{e0e¢} — W ou B

{ee} — [ |
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Partitions semi-pointées

1,23 1,234
+ +

{i,2,3} {1,2,3,4}
{1,2,3} {1,2,3,4}
{1,2,3} {1,2,3,4}

Partitions semi-pointées
®00

1,2

{1,2}
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Poset des partitions semi-pointées [13 = 13

(o)

({23 (L3 ((L2343Y)
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Partitions non pointées, pointées et semi-pointées

Série génératrice des partitions semi-pointées :

exp ((x + 1) — &) — 1

0 1 2 3 4 5

0 1 2 5 15 52
1 3 8 25 89 354
3 10 35 133 | 552 | 2493

41 173 | 768 | 3637
196 | 953 | 4815
196 | 1057 | 5785
1057 | 6322
6322

—
o

~N| OO AW N O
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Partitions semi-pointées
(]

Partitions non pointées, pointées et semi-pointées
Série génératrice des partitions semi-pointées :
exp ((x + 1) —e¥) — 1

0 1 2 3 4 5

0 1 2 5 15 52 | — Nombres de Bell
1 3 8 25 89 354

3 10 35 133 | 552 | 2493

10 41 173 | 768 | 3637
41 196 | 953 | 4815
196 | 1057 | 5785
1057 | 6322
6322
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Partitions non pointées, pointées et semi-pointées
Série génératrice des partitions semi-pointées :
exp ((x + 1) —e¥) — 1

3 4 5

.
QO N N

0
0 0 5 15 52 | — Nombres de Bell
1 1 3 25 89 354
2 3 10 35 133 | 552 | 2493
31 10 41 173 | 768 | 3637
41 41 196 | 953 | 4815
51 196 | 1057 | 5785
6 | 1057 | 6322
7 | 6322

Les partitions semi-pointées sont des interpolations entre les
partitions et les partitions pointées.
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Homologie du poset des partitions semi-pointées
Proposition

Le poset des partitions semi-pointées est Cohen-Macaulay (par
semi-modularité totale).
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Homologie du poset des partitions semi-pointées

Proposition
Le poset des partitions semi-pointées est Cohen-Macaulay (par
semi-modularité totale).

Le nombre de Moebius du poset des partitions semi-pointées (avec
¢ et p) est donné par :
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Homologie du poset des partitions semi-pointées
Proposition

Le poset des partitions semi-pointées est Cohen-Macaulay (par
semi-modularité totale).

Le nombre de Moebius du poset des partitions semi-pointées (avec
¢ et p) est donné par :

La somme des nombres de Mdbius des intervalles maximaux du
méme poset est donné par :
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Homologie du poset des partitions semi-pointées
Proposition

Le poset des partitions semi-pointées est Cohen-Macaulay (par
semi-modularité totale).

Le nombre de Moebius du poset des partitions semi-pointées (avec
¢ et p) est donné par :

La somme des nombres de Mdbius des intervalles maximaux du
méme poset est donné par :

(L4 p—1)!

_1\¢+p—-1
(=1) 7

(£+p)".
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Homologie du poset des partitions semi-pointées
Proposition

Le poset des partitions semi-pointées est Cohen-Macaulay (par
semi-modularité totale).

Le nombre de Moebius du poset des partitions semi-pointées (avec
¢ et p) est donné par :

La somme des nombres de Mdbius des intervalles maximaux du
méme poset est donné par :

(1) (p—1).



Poset des hyperarbres Hyperarbres et Especes Partitions semi-pointées
000 00000 0eo

Homologie du poset des partitions semi-pointées
Proposition

Le poset des partitions semi-pointées est Cohen-Macaulay (par
semi-modularité totale).

Le nombre de Moebius du poset des partitions semi-pointées (avec
¢ et p) est donné par :

La somme des nombres de Mdbius des intervalles maximaux du
méme poset est donné par :

(~) Ao
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Homologie du poset des partitions semi-pointées
Proposition

Le poset des partitions semi-pointées est Cohen-Macaulay (par
semi-modularité totale).

Le nombre de Moebius du poset des partitions semi-pointées (avec
¢ et p) est donné par :

La somme des nombres de Mdbius des intervalles maximaux du
méme poset est donné par :

(L4 p—1)!

_1\¢+p—-1
(=1) 7

(£+p)".
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Perspectives

e Analogue en type B du poset des hyperarbres (avec B.
Summers)

e Posets d'hyperarbres décorés
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Perspectives

e Analogue en type B du poset des hyperarbres (avec B.
Summers)

e Posets d'hyperarbres décorés

e Calcul du polyndme caractéristique des partitions
semi-pointées

Cg _ g /¢ Y Zflxe.yp
-1t — Z H(t_ _q)(t_ _p) fl 1
>1,p>0q=1 P

Calcul de I'algebre de Hopf d'incidence des partitions
semi-pointées

Calcul de I'action du groupe symétrique sur le posets des
partitions semi-pointées

e Analogue en type B des partitions semi-pointées
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Merci de votre attention!
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