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Résumé - Nous introduisons une nouvelle sorte d’arbres, appelés arbres en boites, pour
dénombrer des variations d’hyperarbres, dits décorés, ot les arétes sont munies d’une struc-
ture additionnelle. Par une bijection utilisant un code de Priifer, nous dénombrons les arbres
en boites, ce qui nous permet d’obtenir des expressions explicites des séries génératrices des
hyperarbres décorés.
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1 Introduction

La notion d’hypergraphes a été introduite dans les années 1980 par C. Berge dans le livre
[1]. C’est une généralisation de la notion de graphes ou les arétes ne sont plus seulement des
paires de sommets, mais des ensembles de cardinal au moins deux. Un hyperarbre est un
hypergraphe connexe et sans cycle.

Dans les travaux de C. Jensen, J. McCammond et J. Meier, des hyperarbres pondérés ap-
paraissent pour le calcul de la caractéristique d’Euler d’un sous-groupe du groupe des au-
tomorphismes du groupe libre. De plus, d’autres sortes d’hyperarbres pondérés apparaissent
lors de I’étude de 'homologie d’un poset sur les hyperarbres. Ces exemples poussent a 1’étude
générale d’hyperarbres dont les arétes sont munies d’une structure additionnelle.

Nous rappelons la définition des especes et des hyperarbres dans la premiere partie pour
arriver a une définition des hyperarbres décorés, que nous dénombrons dans la deuxieme
partie & ’aide des arbres en boites.

2 Des especes aux hyperarbres décorés

2.1 Hypergraphes et hyperarbres
Nous rappelons d’abord les notions d’hypergraphes et d’hyperarbres :

Definition 1 Un hypergraphe (sur un ensemble V') est un couple (V,E) ot V est un en-
semble fini (ensemble de sommets) et E est un ensemble de parties de cardinal au moins 2
de V (ensemble d’arétes).

Nous nous intéressons a un type particulier d’hypergraphes : les hyperarbres, définis a partir
de la notion suivante de marche.
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FIGURE 1 — Un exemple d’hypergraphe. Il y a plusieurs marches de 4 a 2, comme
(4,A,7,B,6,C,2) et (4,A,7,B,6,C,1,D,?2).

F1GURE 2 — Un hyperarbre enraciné en 1.

Definition 2 Soit H = (V, E) un hypergraphe, v et w deuz sommets de H. Une marche de
v a w dans H est une suite alternée de sommets et d’arétes

(vV="v1,€1,V2,... €0, Vpt1 = W)
ot pour tout i de {1,...,n+ 1}, v; € V, ¢; € E et pour tout i de {1,...,n}, {vi,vit1} C e;.

Definition 3 Un hyperarbre est un hypergraphe non vide H tel que, entre tout couple de
sommets (v,w) de H, il existe une et une seule marche dont toutes les arétes soient distinctes.
Si l'ensemble de sommets V est l'ensemble {1,...,n}, alors H est appelé hyperarbre sur n
sommets.

Comme pour les arbres, il est plus aisé de compter une version pointée des hyperarbres. Pour
cela, nous introduisons la variation suivante :

Definition 4 Un hyperarbre enraciné est un hyperarbre H avec un sommet distingué s de
H. L’hyperarbre H est alors dit enraciné en s et s est appelée la racine de H.

2.2 Hyperarbres décorés par des espéces

Nous rappelons la définition des especes, introduites dans les années 1980 par A. Joyal.

Definition 5 Une espece F est un foncteur de la catégorie des ensembles finis et bijections
dans elle-méme. A un ensemble fini I, l’espéce F associe un ensemble fini F(I) indépendent
de la nature de I.

Exemples :

— L’application qui a un ensemble fini I associe ’ensemble des ordres totaux sur I est une
espece, appelée I'espece des listes et notée L.

— L’application qui a un ensemble fini I associe I’ensemble {1} est une espece, appelée 'espece
des ensembles et notée E.

— L’application qui a un ensemble fini I associe ’ensemble des cycles sur I est une espece,
appelée 'espece des cycles et notée C.
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FIGURE 3 — Deux décorations du méme hyperarbre H : par ’espece des cycles (a gauche) et
des ensembles pointés (a droite).

— L’application qui a un ensemble fini I associe I’ensemble I est une espece, appelée I'espece
des ensembles pointés et notée P.
Nous pouvons maintenant définir les hyperarbres décorés par une espece.

Definition 6 Etant donnée une espéce F, un hyperarbre (resp. enraciné) décoré est obtenu a
partir d’un hyperarbre (resp. enraciné) H en choisissant pour chaque aréte e de H un élément
de F(V.), ou Ve est l’ensemble des sommets de laréte e.

On note Hp(n) 'ensemble des hyperarbres sur n sommets décorés par I'espece F, et H%(n) I'en-
semble des hyperarbres sur n sommets enracinés décorés par ’espece F. Les séries génératrices
associées sont :
Sp = E #”HF(n)m et Sp == Z#Hw(n)a.
n>2 n>2
Il existe une définition équivalente des hyperarbres enracinés décorés, utilisant la notion de
dérivation des especes :

Definition 7 Soit F' une espece. La dérivée de F est l'espece définie par :
F'(I)=F(IU/{e}).

Exemples :

— La dérivée de ’espece des cycles C est I’espece des listes L.

— La dérivée de 'espece des ensembles E est elle-méme.

— La dérivée de 'espece des ensembles pointés P est I'espece P telle que, pour tout ensemble
fini I, Pensemble P’ (I) est 'ensemble E (I) UP (I).

Toute aréte d’un hyperarbre enraciné possede un sommet privilégié, le plus proche de la

racine, que nous appelons pétiole de 'aréte. L’utilisation des pétioles de ’hyperarbre permet

de donner une définition équivalente d’un hyperarbre enraciné décoré comme suit :

Definition 8 Soient H, un hyperarbre enraciné et F, une espéce. Un hyperarbre décoré en-
raciné est obtenu a partir de H en choisissant pour chaque aréte e de H un élément de
l’ensemble T’ (Vel), ot V! est I’ensemble des sommets de e différents de la pétiole.

Les hyperarbres décorés enracinés et non enracinés sont reliés par la proposition suivante :

Proposition 1 Les séries génératrices des hyperarbres et hyperarbres enracinés vérifient :
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FIGURE 4 — Hyperarbre enraciné décoré par ’espece des cycles. Les arétes sont décorées par
des cycles a gauche et les arétes privées de leur pétiole sont décorées par des listes a droite.

3 Dénombrement des hyperarbres décorés a ’aide des arbres
en boites

3.1 Arbres en boites

Considérons le quadruplet (L, V, R, E), ou

— L est un ensemble fini, appelé ensemble d’étiquettes,

— V est une partition de L dont les parts sont appelées sommets,

— R est un sommet de V appelé racine,

— FE est une application de V' — {R} dans L dont les couples (v, E(v)) sont appelés arétes,
pour tout sommet v.

Nous notons E, Papplication de V — {R} dans V qui associe & un sommet v associe le sommet

v' contenant 1’étiquette E (v). Le couple (V, E) est alors un graphe orienté, dont les sommets
sont étiquetés par des sous-ensembles disjoints de L.

Definition 9 Un quadruplet (L,V, R, E) est un arbre en boites si et seulement si le graphe
(V, E) est un arbre, enraciné en R, avec ses arétes orientées vers la racine.

Une étiquette | est le parent d’un sommet v si E (v) = 1.

3.2 Lien entre hyperarbres décorés et arbres en boites

Proposition 2 [3] Soit F une espéce, tout hyperarbre enraciné a k arétes et n sommets,

décorés par F, peut se décomposer en un triplet (r,S, BT) ot :

— r est la racine de Uhyperarbre,

— S est un ensemble de k ensembles sur n — 1 sommets avec une F'-structure sur chacun
d’euz,

— et BT est un arbre en boites sur k + 1 sommets dont la racine est étiquetée par r et tous
les autres sommets sont étiquetés par l'un des k ensembles décrits au point précédent.

3.3 Dénombrement les arbres en boites

Nous utilisons une variation de I'algorithme classique appelé ”code de Priifer” pour dénombrer
les arbres en boites.
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FIGURE 5 — arbre en boites associé, avec la racine 3 et 'ensemble de listes {(15, 1), (14, 7,13, 2),
(4,5,6), (8), (10,9), (11), (12)} a I'hyperarbre de la figure 4.

Théoréme 1 (Dénombrement des arbres en boites) Soient k un entier naturel non
nul, L un ensemble fini de cardinal n et V une partition de L en k + 1 parties pg, p1,-- ., Pk,
ot chaque p; est de cardinal n;. Le nombre Np,.p, . p,. d’arbres en boites sur k + 1 sommets,
de racine py et dont les k autres sommets sont étiquetés par l'un des autres p; vérifie :

Npoiprop, = 10 X 0571
Preuve :: Etant donnés pg, p1,...,pr et un arbre en boites A, on définit récursivement un
mot associé & arbre, de L¥~! x pg. Si larbre a deux sommets, le mot associé est le sommet
de la racine étiquetée par pg auquel est attaché le sommet étiqueté par p;. L’ensemble des
mots possibles est donc 'ensemble pg. Si k > 2, I'arbre en boites A a au moins une feuille
différente de la racine. On considere p;, la feuille ayant la plus petite étiquette. Notant w le
mot de L2 x pg associé & 'arbre en boites obtenu en coupant p;i, dans A, le mot associé a
A sera le mot E(p;, )w de LF1 x py.
Etant donnés pg, p1, ..., pr €t un mot wiws ... wy, de L¥~1 x pg, on reconstruit un arbre en
boites et on montre que cette construction est la réciproque de la précédente par récurrence.
Sik=1,iln’y a qu'un sommet a relier a la racine et le mot est une étiquette de la racine : on
relie le sommet a cette étiquette wy. On obtient alors un graphe enraciné sur deux sommets
a une aréte : c’est donc bien un arbre en boites. De plus, cette construction est l'inverse de la
construction précédente. Soit k > 2, telle que la proposition soit vraie pour k— 1. Considérons
I'ensemble pe; des p; dont aucune des étiquettes n’apparait dans le mot. Ces pe; formeront
les feuilles de I’arbre. Supposons que pe, possede la plus petite étiquette parmi les pe;. Alors,
la donnée de {p;}¥_, — pe, et de wy ... wy, donne un arbre en boites de racine py. Reliant pe,
a wy dans cet arbre, on obtient toujours un arbre en boites puisque ’arbre reste connexe et
qu’on ne crée pas de cycles. De plus, pe, est la feuille avec la plus petite étiquette.
La construction est donc une bijection entre ’ensemble des arbres en boites sur £+ 1 sommets
et ensemble des mots sur LF~! x po. O
Soit Ey (k,n) le nombre d’ensembles de k ensembles sur n sommets avec une F'-structure sur
chacun d’eux. Par convention, Er (1,1) vaut 1.
Nous obtenons alors :

Théoréme 2 Etant donnée une espéce F, les séries génératrices des hyperarbres décorés et
des hyperarbres décorés enracinés s’expriment :

n—1 n
S]’F?(x):x+ZZE]F(k,n—1)nk%, (1)

n>2 k=1
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et

n—1 n
Sy(x):x+ZZE]F(k,n—1)nk_l%. 2)

n>2 k=1

Preuve :: D’apres la bijection de la section précédente, le nombre d’arbres enracinés sur k
arétes et n sommets est donné par :

(SIZF?)nk =n x Ep (k,n —1)nF1,

ou il y a n facons de choisir la racine, Ep (k,n — 1) facons de faire un ensemble de k ensembles

sur les n — 1 autres sommets avec une F/-structure sur chacun d’eux et 1 x n*~! facons de les

agencer en un arbre en boites a racine fixée. [

Exemples

— Soit IL ’espece des listes. Le nombre de partitions d’un ensemble de cardinal n en k listes
est (Z:I)Z—,' La série génératrice des hyperarbres décorés par I'espece des cycles, dont la

1
dérivée est l'espece des listes, est donc :

o2\ (n—1)! 2"
S{(m):x+zz<k_1>(k!)nkn!.

n>2 k=1

— Soit P 'espece des ensembles pointés. Le nombre de partitions d’'un ensemble de cardinal
n en k ensembles pointés est (Z) x k™ k. La série génératrice des hyperarbres décorés par
I’espece dont la dérivée est I’espece des ensembles pointés est donc :

n—1
n—1\ ,_1_p 2"
Sg(x):x+22( ; )k ! knkm

n>2 k=1

— Soit [E I'espece des ensembles. Le nombre de partitions d’un ensemble de cardinal n en k
ensembles est S (n, k), un nombre de Stirling de seconde espece. La série génératrice des
hyperarbres décorés par ’espece des ensembles, dont la dérivée est elle-méme, est donc :

n—1 n
Sﬁ(x):az—f—ZZS(n—l,k)nk%.

n>2 k=1

Ces hyperarbres décorés sont en bijection avec les hyperarbres non décorés. Cette formule
a été prouvée pour la premiere fois par I. Gessel et L. Kalikow dans larticle [2].
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