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e Mais pourquoi I'exposé s'appelle-t-il "Arbres de stationnement’?



Partitions et partitions non-croisées



)

Partitions et partitions non-croisées

Définition

Une partition d’'un ensemble

Eestm={m,...,mk} t.q. :
omnNnm#E G = k=1
oet| ) m=E

v

Mg = ensemble des partitions
de E

Exemples :

Définition (Kreweras, 1972)
Une partition m = {m1,..., 7} de
{1,...,n} est non-croisée si
a<b<c<d
a,c em; = =

b,dEﬂ'j

NC, = ensembles des partitions
non-croisées de {1,...,n}

— Nombres de Catalan %(2,,")




{1H{2H3}

((12.3))  (L3H2y) ({1213

{1,2,3}

a<btq. fc:a<c<b(notéa<b)



{1}{2,4}{3}

((132.3.4)) ((1312.4}) ({12,443}

{1727 374}




Une de E est un triple
(m,p, A) ou :

o TE NC|E| et pellg,

o \:m—>ptq. VBem, |A(B)| =|B]|

{{1,5,6,8},{2,4}, {3}, {7},{9,10,12}, {11}}
A

{{1},{2,9,10,11}{3,4,8},{5}, {6,12},{7}}



PNC étiquetée: chaque élément de la partition est étiqueté de maniére a
ce que I'étiquetage soit croissant sur les parts (de gauche a droite)

{{1,5,6,8},{2,4}, {3}, {7}.{9,10,12}, {11}}
A
{{1},{2,9,10,11}{3,4,8},{5}, {6,12},{7}}

m ° ('m

2 6 512 9 10 7 11 3 4 1 8



Relation de couverture dans Pl : On sépare la part et I'ensemble des
étiquettes en deux de maniére a conserver la condition de croissance.

— (n+ 1)1



Homologie d'un poset et décortiquabilité



P poset < A(P) complexe de chaine associé

{1}{2}{3}

(W) (3] (L26)

{1,2,3}

A(P) ={ag < ... <aklaje P—{0,1}}



Complexe d'ordre et homologie d'un poset

P poset <> A(P) complexe de chaine associé

A(P) = {ao <... < ak|a,- eP— {ﬁ,i}}
Ci = Vectc(ap < ... < axlaje P —{0,1})
k .
Ok(ag < ... < ak) = Z(—l)’(ao <. <& <...<a)
i=0

0 0 0 0 0
C_1=C.e<—°C0<—1...<—ka ke Ck+1 2

H;(P) = H;i(A(P)) = Keraj/lmajHJ

Poset Cohen-Macaulay : 3lj : I:IJ(P) #0



Posets décortiquables/épluchables (shellable)

Pour F face de A(P), on pose (F)={G: G < F}.

Définition

Un poset est décortiquable si
@ on peut ordonner ses facettes (faces maximales) en Fi,..., F;
° (uf.‘;ll <F,->> N (Fk) est pur (facettes de méme dim.)
o et de dimension dim F, — 1, Yk € {2,..., t}.

Proposition (Folklore, Bjorner 1980)

décortiquable —> Cohen-Macaulay




Exemples

(5)
—(&]
©

({12}3})
1
(142,3}) ({1342} ({1.2)43})

I
[{1,2,3})




P admet un sur ses
(RAO)si O <1ousiP
admet un ordre a1, ..., a; de ses
atomes (0 < a;) t.q.
o Vj, [aj, 1] admet un RAO <y
tg. Vx,y,a; < x,a; <y

{Hi <j,ai <x

= x <,
Ik <jax<y 3 Y

oVi<yj, a,a<y
= dk <j,3dz t.q. ak < z,
aj<z,z<y.



Retour au poset des 2NCP



Ordre sur les atomes

Probleme :
Non RAO I

21 22




Soit x,y,y',zeB, tqg x<y <z x<y et
y' <xy. Alors :

e oudy’"ebll,tg x<y'"<zety”" <.y,

eoudZebl,tq y<zZ<y vzetz <, z

Pl,, est décortiquable et donc Cohen-Macaulay.




Mais pourquoi I'exposé s'appelle-t-il "Arbres de
stationnement™



o

Fonctions de stationnement [Konheim-Weiss, 1966]

e Samm P -6:.. 7z 13 ‘

Question :

Comment garer 6 voitures sur 6 places de stationnement 7 J

Réponse facile : bijection entre les places de parking et les voitures.

Et si on choisit aléatoirement une place de parking pour chaque voiture ?
Toutes les voitures pourront-elles se garer 7

— Si oui, c’est une fonction de stationnement !



o

Fonctions de stationnement : exemples et contre-exemples

136524 - 122333 - 416114 - 153436

08 00 b0 b0 b0 00 136524
0 600 b0 B0 b0 b0 122333

- :
pr oo Bt b0 HB 60 -0 416114

“0—0

e boe P Nl 153436

o0 7
fo{l,...,n} > {L,...,n} ta. Ui_y [F2(G) =i J




Arbres de stationnement

Définition
Un arbre de stationnement sur un ensemble L est un arbre plan enraciné
T=(V,E,r)tq.:

o Ve |_|L,

o ve Valyfils.

Pourquoi "de stationnement” ? )




e D R —~ ¢ D
2 6 5 12 9 10 7 11 3 4 1 8



Ordre sur les arbres de stationnement

o000 QO







(4
Résultat principal

Théoreme (D.O., Josuat-Verges, Randazzo, 21+)

Le caractére de I'action du groupe symétrique sur 'unique groupe
d’homologie non trivial est donné par :

Xi:ln—z(ﬂn) -0 = (—1)niz(a)(n _ 1)2(0’)71

Ingrédients : Formule des traces de Hopf + espéces

Merci ! J
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