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Posets des partitions Iy (d'ensemble V)
Partitions d'un ensemble V' :

k
Vi, Vil Ve V=| |V,VinV=fori+]
i=1

Ordre partiel sur I'ensemble des partitions d’'un ensemble V :

{(Vi,... . Vi} <{V4,....V)} e Vie{l,p},dje{l k}tq. V/ SV

{1{2}{3}{4}

(L2EH4) [L32e) (B3] (a8 [(12.46)] ({1234

(11.2,3144}] [{1.2, 433} ({1, 23,4} ({1,312, 4} ] ({13,442} ({1,412, 3}] [{1}{2. 3,4}

\\@]//
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O
Cogebre d'incidence d'un poset (fini) [Rota 1964, Schmitt

1992]
Considérons une famille (ensemble) Fp de posets finis bornés
close par intervalles (Vx <y € Fp,[x;y] € Fp)

Pour C, votre corps (commutatif) préféré, définissons C := C.Fp/ ~,
I'espace vectoriel engendré par les classes d'isomorphismes de posets.
Cest munide A:C —>C®C et e:C — C définis par :

A(P) = Y [0p;x] ® [x,1p]

xeP

e(P) = djp|=1

Theoreme (Schmitt)

(C, A, €) est une cogébre (coassociative). J




Cogebre d'incidence des posets de partitions
Soitmel, m= {Vl,...,\/k}

Lemme

Nous avons les isomorphismes de posets suivants :

K
[m,1n,] ~ H”|vk| [On,, 7] =~ M
i1
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Cogebre d'incidence des posets de partitions
Soit reM,, m= {Vl,...,Vk}

Lemme

Nous avons les isomorphismes de posets suivants :

7T ].|-| HH‘VH [Onn,ﬂ'] = I'Ik

Le coproduit de la cogebre d'incidence des posets de partitions est donné
par :

M, " k iNya AN
a(5)=3 2 (o ) () o
k=1 (.jlv"‘xjn)eN’szlji:k727:1iji=n ’ ’ i=1

Mais...

Cette formule vous est-elle familiere ?
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Petite parenthese : Algebre de Faa di Bruno [Joni-Rota

1982]

Considérons &£, I'anneau des séries formelles exponentielles

f(t) =Y, &2¢", avec i > 0 (munies de la composition). On définit les
caracteres a,(f) := f,, pour n > 1.
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e
Petite parenthese : Algebre de Faa di Bruno [Joni-Rota

1982]

Considérons &£, I'anneau des séries formelles exponentielles
f(t) =Y, &2¢", avec i > 0 (munies de la composition). On définit les
caracteres a,(f) := f,, pour n > 1.

Que vaut a,(f o g) en fonction de a,(f) et an(g)? J

e T A (C et

k=1 (j1,.-jn)EN, I Ji=h, 35—y lii=n i=1

Définissant Aap(g, f) = a,(f o g), on obtient la cogebre précédente !



Caractere d'une algebre de Hopf d'incidence

Considérons I'e.v. des caracteres H* = Hom(H, C) sur une algebre de
Hopf d'incidence H.

La convolée de deux caractéres ¢ et 1) est donnée par :

¢ =Y (Pa))¥(Pe) J
ol on note A(P) = > P1) ® Py).
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Caractere d'une algebre de Hopf d'incidence

Considérons I'e.v. des caracteres H* = Hom(H, C) sur une algebre de
Hopf d'incidence H.
La convolée de deux caractéres ¢ et 1) est donnée par :

¢ =Y (Pa))¥(Pe) J

ol on note A(P) = >, P1)® Pp

Pour les partitions

L'e.v. des caracteres sur |'algebre d'incidence des posets de partition
correspond donc a celui des séries formelles exponentielles via I'application

(My)
Qb Zn>1 ¢nl
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&M, — 1.

Notons u son inverse pour la convolution.
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Quelques caractéres usuels

Considérons le caractere
&M, — 1.

Notons u son inverse pour la convolution.

Pour les partitions

Onaé(t) =Y, 0nlen — 51 147 — exp(t) — Let
p(t) =In(1+1t) =3, (1) (n—1)I%

Question

A quoi le caractere p correspond-il 7

— Au nombre de Mébius du poset
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Nombre de Mo6bius du poset = caractéristique d'Euler
Définition

Pour tout poset P, la fonction de Mobius est défini sur tout intervalle
X <py par:

Vxe P
— 2 wu(x, z), Vx <yeP.

xX<z<y

Si P est borné, son nombre de Mabius est p(P) := u(0,1).
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{1,2}{3} {1,312} {1}{2,3}
{1,2,3}
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Nombre de Mo6bius du poset = caractéristique d'Euler
Définition

Pour tout poset P, la fonction de Mobius est défini sur tout intervalle
X <py par:

Vxe P
— 2 wu(x, z), Vx <yeP.

xX<z<y

Si P est borné, son nombre de Mabius est p(P) := u(0,1).

{1H{2}{3}
{1,2}{3} {1,312} {1}{2,3}

-
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o

Nombre de Mo6bius du poset = caractéristique d'Euler
Définition

Pour tout poset P, la fonction de Mobius est défini sur tout intervalle
X <py par:

Vxe P
— 2 wu(x, z), Vx <yeP.

xX<z<y

Si P est borné, son nombre de Mabius est p(P) := u(0,1).

{1H{2}{3}
{1,243} {1,342} 1{1}{2.3)

-
1 {1,2,3)
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Nombre de Mo6bius du poset = caractéristique d'Euler
Définition

Pour tout poset P, la fonction de Mobius est défini sur tout intervalle
X <py par:

wu(x, x) =1, Vx e P
u(x,y) = — 2 wu(x, z), Vx <yeP.
xX<z<y
Si P est borné, son nombre de Mabius est p(P) := u(0,1).
2 {11{2}{3}
— | T~
—1{1,2}{3}  —1{1,3}{2} —1{1}{2,3}
~__ _—

|
1 {1,2,3)
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Homologie d'un poset

Soit P un poset.

Cj(P) = C-e.v. des j-chaines xp < x; < ... < x; de P, avec C_;(P) =C.e
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Homologie d'un poset

Soit P un poset.

Cj(P) = C-e.v. des j-chaines xp < x; < ... < x; de P, avec C_;(P) =C.e

Pour j > 0, on définit la différentielle 0; : C;(P) — Cj—1(P) par :

J
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Homologie d'un poset

Soit P un poset.

Cj(P) = C-e.v. des j-chaines xp < x; < ... < x; de P, avec C_;(P) =C.e

Pour j > 0, on définit la différentielle 0; : C;(P) — Cj—1(P) par :

J
8(x0<x1<...<xj)=Z(—1)’(x0<x1<...<>?,-<...<xj). }
i=0

On a 51'_101' =0.

Le jeme groupe d'homologie est alors défini, pour tout j = 0, par :

F/J(P) = ker 6j/im &j-i-l- J

— Action du groupe symétrique sur ['homologie



Posets Cohen-Macaulay (et décortiquabilité)
Theoreme (Bjorner, 1980)

Le poset des partitions M, est Cohen-Macaulay (et méme

EL-décortiquable) : il est homotope & un bouquet de sphéres de méme
dimension.

— Dans ce cas, le nombre de Mobius donne, au signe prés, la dimension
de 'unique groupe d'homologie non trivial.



Posets Cohen-Macaulay (et décortiquabilité)
Theoreme (Bjérner, 1980)

Le poset des partitions M, est Cohen-Macaulay (et méme
EL-décortiquable) : il est homotope & un bouquet de sphéres de méme
dimension.

— Dans ce cas, le nombre de Mobius donne, au signe prés, la dimension
de 'unique groupe d'homologie non trivial.

Theoreme (Hanlon, 81; Stanley, 82; Joyal, 85; Fresse, 04)

L’action du groupe symétrique sur I'homologie du posets de partitions I,
est (presque) donnée par

Lie(n) = @ C.[...[0(1),0(2),...,0(n)]...]/(anti-sym. + rel. de Jacobi),

0eS,

ou [...[...]...] représente la somme de tous les parenthésages possibles
avec des crochets de Lie d'un mot de taille n.
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Transparent éclair sur les opérades (monades)

@ Une espéece est un foncteur F : Bij — Vect

o Les espéces sont munies d'une opération de
substitution

FoF(V)= @D F(m® (@HM)

melly PET
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Transparent éclair sur les opérades (monades)

@ Une espéece est un foncteur F : Bij — Vect

@ Les especes sont munies d'une opération de 1 2 - n
substitution \
FoF(V)= @D F(m® <®f<p>> |
71'E|_|V pET
1 2 3 4 5 6

@ Une opérade est une transformation naturelle F o F — F associative.

o A chaque type d'algebre est associée une opérade.
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Merci de votre attention !
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