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Bigèbres

Opérades

Partitions

Fonctions de parking

Structures arborescentes

/ Hyperarbres

4

1 2

3 6

5 7

8

? ?



Combinatoire algébrique
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Posets des partitions ΠV (d’ensemble V )
Partitions d’un ensemble V :

tV1, . . . ,Vku |ù V ô V “

k
ğ

i“1

Vi ,Vi X Vj “ H for i ‰ j

Ordre partiel sur l’ensemble des partitions d’un ensemble V :

tV1, . . . ,Vku ď tV
1
1, . . . ,V

1
pu ô @i P t1, pu, Dj P t1, ku t.q. V 1

i Ď Vj

t1ut2ut3ut4u

t1, 2ut3ut4u t1, 3ut2ut4u t1ut2, 3ut4u t1, 4ut2ut3u t1ut2, 4ut3u t1ut2ut3, 4u

t1, 2, 3ut4u t1, 2, 4ut3u t1, 2ut3, 4u t1, 3ut2, 4u t1, 3, 4ut2u t1, 4ut2, 3u t1ut2, 3, 4u
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Cogèbre d’incidence d’un poset (fini) [Rota 1964, Schmitt
1992]
Considérons une famille (ensemble) FP de posets finis bornés

close par intervalles (@x ď y P FP , rx ; y s P FP)

Pour C, votre corps (commutatif) préféré, définissons C :“ C.FP{ „,
l’espace vectoriel engendré par les classes d’isomorphismes de posets.
C est muni de ∆ : C Ñ C b C et ε : C Ñ C définis par :

∆pPq “
ÿ

xPP

r0P ; xs b rx , 1P s

εpPq “ δ|P|“1

Theorème (Schmitt)

pC,∆, εq est une cogèbre (coassociative).
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Cogèbre d’incidence des posets de partitions
Soit π P Πn, π “ tV1, . . . ,Vku

Lemme

Nous avons les isomorphismes de posets suivants :

rπ, 1Πns »

k
ź

i“1

Π|Vk |
r0Πn , πs » Πk

Le coproduit de la cogèbre d’incidence des posets de partitions est donné
par :

∆

ˆ

Πn

n!

˙

“

n
ÿ

k“1

ÿ

pj1,...,jnqPN,
řn

i“1 ji“k,
řn

i“1 iji“n

ˆ

k

j1, . . . , jn

˙ n
ź

i“1

ˆ

Πi

i !

˙ji

b
Πk

k!
.

Mais...

Cette formule vous est-elle familière ?
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Petite parenthèse : Algèbre de Faà di Bruno [Joni-Rota
1982]

Considérons E , l’anneau des séries formelles exponentielles
f ptq “

ř8
n“1

fn
n! tn, avec f1 ą 0 (munies de la composition). On définit les

caractères anpf q :“ fn, pour n ě 1.

Que vaut anpf ˝ gq en fonction de anpf q et anpgq ?

anpf ˝ gq

n!
“

n
ÿ

k“1

ÿ

pj1,...,jnqPN,
řn

i“1 ji“k,
řn

i“1 iji“n

ˆ

k

j1, . . . , jn

˙ n
ź

i“1

ˆ

ai pgq

i !

˙ji akpf q

k!

Définissant ∆anpg , f q “ anpf ˝ gq, on obtient la cogèbre précédente !
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Caractère d’une algèbre de Hopf d’incidence

Considérons l’e.v. des caractères H˚ “ HompH,Cq sur une algèbre de
Hopf d’incidence H.
La convolée de deux caractères φ et ψ est donnée par :

φ ˚ ψ “
ÿ

φpPp1qqψpPp2qq

où on note ∆pPq “
ř

Pp1q b Pp2q.

Pour les partitions

L’e.v. des caractères sur l’algèbre d’incidence des posets de partition
correspond donc à celui des séries formelles exponentielles via l’application
φ ÞÑ

ř

ně1
φpΠnq

n! tn.
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où on note ∆pPq “
ř

Pp1q b Pp2q.

Pour les partitions
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Quelques caractères usuels

Considérons le caractère
ξ : Πn ÞÑ 1.

Notons µ son inverse pour la convolution.

Pour les partitions

On a ξptq “
ř

ně1
ξpΠnq

n! tn “
ř

ně1
1
n! tn “ expptq ´ 1 et

µptq “ lnp1` tq “
ř

ně1p´1qn´1pn ´ 1q! t
n

n!

Question

À quoi le caractère µ correspond-il ?

Ñ Au nombre de Möbius du poset
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Nombre de Möbius du poset = caractéristique d’Euler

Définition

Pour tout poset P, la fonction de Möbius est défini sur tout intervalle
x ďP y par :

µpx , xq “ 1, @x P P

µpx , yq “ ´
ÿ

xďzăy

µpx , zq, @x ă y P P.

Si P est borné, son nombre de Möbius est µpPq :“ µp0̂, 1̂q.

1

t1, 2, 3u

´1

t1, 2ut3u

´1

t1, 3ut2u

´1

t1ut2, 3u

2

t1ut2ut3u
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Homologie d’un poset

Soit P un poset.

CjpPq “ C-e.v. des j-châınes x0 ă x1 ă . . . ă xj de P, avec C´1pPq “ C.e

Pour j ě 0, on définit la différentielle Bj : CjpPq Ñ Cj´1pPq par :

Bpx0 ă x1 ă . . . ă xjq “
j
ÿ

i“0

p´1qi px0 ă x1 ă . . . ă x̂i ă . . . ă xjq.

On a Bj´1Bj “ 0.
Le j ème groupe d’homologie est alors défini, pour tout j ě 0, par :

H̃jpPq “ ker Bj{ im Bj`1.

Ñ Action du groupe symétrique sur l’homologie
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Posets Cohen-Macaulay (et décortiquabilité)

Theorème (Björner, 1980)

Le poset des partitions Πn est Cohen-Macaulay (et même
EL-décortiquable) : il est homotope à un bouquet de sphères de même
dimension.

Ñ Dans ce cas, le nombre de Möbius donne, au signe près, la dimension
de l’unique groupe d’homologie non trivial.

Theorème (Hanlon, 81 ; Stanley, 82 ; Joyal, 85 ; Fresse, 04)

L’action du groupe symétrique sur l’homologie du posets de partitions Πn

est (presque) donnée par

Liepnq “
à

σPSn

C.r. . . rσp1q, σp2q, . . . , σpnqs . . .s{panti-sym. + rel. de Jacobiq,

où r. . . r. . .s . . .s représente la somme de tous les parenthésages possibles
avec des crochets de Lie d’un mot de taille n.
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Transparent éclair sur les opérades (monades)

Une espèce est un foncteur F : Bij Ñ Vect

Les espèces sont munies d’une opération de
substitution

F ˝ FpV q “
à

πPΠV

Fpπq b

˜

â

pPπ

Fppq

¸

1 2 . . . n

1 2 3 4 5 6

Une opérade est une transformation naturelle F ˝ F Ñ F associative.

À chaque type d’algèbre est associée une opérade.
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Ma recherche dans tout ça

Quelques axes de recherche :

Explorer les liens entre objets combinatoires et objets algébriques

Posets

OpéradesBigèbres

Polytopes

Merci de votre attention !
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