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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Contexte de mes recherches

L’essentiel de mes recherches se situe en combinatoire algébrique. La combinatoire est1’étude
des structures discretes, telles que les graphes ou les partitions. Elle se situe a l'interface
entre les mathématiques et I'informatique. Elle est présente dans des laboratoires de mathé-
matiques puisque les outils utilisés sont des outils mathématiques et dans des laboratoires
d’informatique car les structures discretes étudiées sont souvent des structures issues de
I'informatique : des structures de données usuelles comme des listes ou des arbres, ou en-
core des structures apparaissant dans des problémes informatiques comme les graphes ou
les hypergraphes, ou encore les fonctions de parking qui sont des fonctions de hachage qui
permettent la résolution de collisions par sondage linéaire (linear probing).

La combinatoire se répartit en un grand nombre de domaines, comme la combinatoire
algébrique, que je définirai plus précisément au paragraphe suivant, la combinatoire énumé-
rative qui porte sur I'énumération d’objets ou encore la combinatoire bijective dont le but
est d’établir des bijections entre différents ensembles d’objets. Citons encore, par ordre al-
phabétique et sans espérer étre exhaustive, la combinatoire analytique, qui porte sur I'étude
analytique des séries génératrices, la combinatoire arithmétique, associée a la théorie des
nombres, la combinatoire géométrique, qui porte sur I'étude de structures géométriques
telles que les polytopes, dont j’aurai I'occasion de reparler au chapitre 4 la combinatoire des
mots, qui porte sur les mots et les langages et se relie a la théorie des automates ou encore
la combinatoire probabiliste, qui étudie les comportements asymptotiques des structures.
Bien str, les frontiéres entre ces domaines sont aussi poreuses qu’imprécises et je fais pour
ma part régulierement des incursions en combinatoires analytique, énumérative, bijective et
géométrique.

La combinatoire algébrique porte sur des structures algébriques sur ces objets combina-
toires. Les trois structures algébriques autour desquelles s’articulent mes recherches, et qui
sont les vedettes de ce mémoire, sont les ensembles munis d"un ordre partiel (ou posets), les
especes de structure (ou classes combinatoires étiquetées en combinatoire analytique) ainsi que les
opérades algébriques. J'utilise aussi des outils et des notions venus de différents horizons des
mathématiques et de I'informatique : de combinatoires bijective et énumérative, comme les
codes de Priifer, de théorie des catégories, qui est le langage naturel de la théorie des especes
et des opérades, de topologie algébrique, comme I’homologie de posets et les opérades, ou
encore d’algebre, avec les bases PBW et les algebres d’incidence.

13



14 Chapitre 1. Introduction

Les posets sont des structures combinatoires qui apparaissent a l'intersection de nom-
breux domaines. Ils servent en théorie géométrique des groupes a calculer les nombres de
Betti de certains groupes : c’est dans ce contexte que McCullough et Miller [MM96] ont in-
troduit le poset des hyperarbres, sous le nom de poset de Whitehead, qui a été le point
de départ de mon travail de these [Ogel3a]. Les posets se relient aussi a la topologie al-
gébrique, via I’épluchabilité dont Bjorner et Wachs ont été précurseurs [Bjo80; BW83] (voir
aussi [Wac07]]) et la théorie des fonctions de Mobius développée par Rota [Rot64]. Via la
topologie, ils se relient a la théorie de la complexité via la conjecture d’évasivité [KSS84].
Ces aspects topologiques sont présentés plus en détail dans [Koz08]. Les posets se relient
aussi a la théorie des matroides et aux arrangements d’hyperplans auxquels on associe le
treillis des intersections non vides d’hyperplans, ordonnées par 1'inclusion (aussi appelé
treillis des plats quand 'arrangement est central). Le lecteur débutant intéressé pourra se ré-
térer a [Sta07]; OT92] pour une introduction a ce domaine aussi présenté a la section Le
treillis des plats de l’arrangement booléen (formé des hyperplans d’équations x; = 0 pour
1 <1 < n) est le treillis booléen des sous-ensembles d"un ensemble ordonnés par inclusion.
Le treillis des plats de I'arrangement de tresse (formé des hyperplans d’équations x; = x;
pour 1 < i < j < n) est le poset des partitions que nous présentons a la prochaine section.
Enfin, le treillis des plats de I'arrangement Shi (formé des hyperplans d’équations x; = x; et
x; = xj+ 1pour1 < i<j< n)estun posetsur les partitions dont les parts sont ordonnées
[NT21] (E* o IL" en langage d’espeéces). Le théoréme de Zaslavsky relie ainsi le polyndme
caractéristique (défini en termes de nombres de Mobius dans le treillis d’intersection) avec le
nombre de régions et le nombre de régions bornées de 1’arrangement d hyperplans. En plus
de ce poset, il est possible d’associer a un arrangement d’hyperplans un autre poset : celui
des régions de 'arrangement muni de la relation d’adjacence. Par exemple, les régions de
I'arrangement de tresses sont étiquetées par les permutations, ’adjacence des régions cor-
respondant a l'ordre (de Bruhat) faible sur les permutations. Le diagramme de Hasse de ce
poset est isomorphe, en tant que graphe, au 1-squelette du permutoedre. Enfin, les régions
de I'arrangement Shi sont étiquetées par les fonctions de parking. Pour finir, les posets sont
reliés a plusieurs types d’algebres dont I'algebre de Hopf d’incidence (voir section [2.1.2).
L'une de ces interactions qui me semble particulierement frappante est le lien entre treillis
de Tamari et produits duplicial et dendriforme sur les arbres binaires plans présentés par
Chapoton [Cha(7] et par Loday et Ronco [LR02] et étendu par Palacios et Ronco aux faces
de l’associaedre et du permutoedre [PRO6] (voir Proposition[4.1.2]).

Les especes de structure ont été introduites par Joyal [Joy81|; Joy86] et sont analogues aux
classes combinatoires étiquetées de Flajolet [FS09]. Ces deux objets reposent sur le méme
principe : traduire des relations entre objets en termes d’équation(s) fonctionnelle(s) qui
permette(nt) le calcul de séries génératrices. Les especes sont, de plus, associées a une géné-
ralisation des séries génératrices appelée série indicatrice de cycles, dont les coefficients sont
les caracteres de l’action du groupe symétrique sur les objets encodés par 1'espéce. Une dé-
finition formelle des espéces sera donnée a la section [2.3] De maniére informelle, une espece
peut étre vue comme un plan de construction qui permet, a partir d'un ensemble fini E
donné, de construire des objets étiquetés par E. A titre d’exemple, citons I’espece des listes
L qui a un ensemble E associe I’ensemble des listes sur E. La définition récursive d"un type
Liste est un exercice classique de programmation. Voici ce qu’il donnerait en OCaml :

type intlist = Nil | Cons of int * intlist

En Frangais, ce code se traduit comme suit. Une liste de taille O est juste une liste vide. Une
liste de taille n peut étre obtenue a partir d'un élément (entier) a et d'une liste / de taille n — 1
en insérant 1’élément a en téte de liste puis en concaténant la liste /. Cette décomposition
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récursive a son pendant en termes d’espéces puisque 'équation fonctionnelle de 1'espece
des listes est donnée par :

L=1+XxL. (1.1.1)

Depuis une telle équation fonctionnelle, on déduit aisément par extraction de coefficients
I'action du groupe symétrique sur les listes, qui correspond a la représentation réguliere.
La recherche sur les especes connait actuellement un engouement de plus en plus grand,
avec un champ d’applications allant de 'algebre, la théorie des opérades et la théorie des
représentations [SV88; Ber87|; DLL92|; For12}; (Ogel3al; Raj93] a la logique et la sémantique
[Fio+08; [FGP22}; Gal23|; Fio+18; Mel19] en passant bien stir par la combinatoire [Ber89b;
DJR22].

La notion d’espéces a été généralisée dans plusieurs directions, notamment en variant
les catégories de départ et d’arrivée du foncteur : en partitional par Nava et Rota [NR85],
en espece de posets par Sekanina [Sek85], en permutational par Bergeron et Yeh [BY90], en
espece de Mobius par Méndez et Yang [MY91; SVY97|], en espece héréditaire par Schmitt
[Sch93; Car22], en espéce symétrique par Méndez [Mén93], en espece cubique par Hetyei,
Labelle et Leroux [HLL98], en espéce sur un corps fini [Hen05|; Mor05], en espece rationnelle
par Blandin et Diaz [BDO08], en espece hyperoctahedral par Bergeron et Choquette [BC09], en
I'-espece par Gainer-Dewar [Gail5], en espece sur les arrangements d’hyperplans [AM20);
AM23] ou encore en espéce généralisée par Fiore, Gambino, Hyland et Wynskel [Fio+08|;
TAO18]. En plus de ces généralisations, plusieurs structures algébriques ont été définies sur
les especes, comme les bigebres dans la catégorie des espéeces [PR04], les monoides de Hopf
dans la catégorie des especes par Aguiar et Mahajan [AM13[; AL11[; ABT13; AM14]; Mar15;
Whi20] et la dualité de Koszul associée par Méndez [Mén10; Tam22], les automates dans la
catégorie des especes par Loregian [Lor24] ou encore la catégorie de Kleisli associée a une
monade sur le topos des espéeces [FMO05b]. Notez ici que les opérades elles-mémes peuvent
étre vues comme un monoide dans la catégorie des espéces. Ce que le lecteur pourra retenir
de ces deux énumérations est la versatilité de la notion d’espece que je vois un peu comme
le couteau suisse du chercheur. Le lecteur intéressé par les especes trouvera plus de détails
sur la théorie des especes dans le livre de Bergeron, Labelle et Leroux [BLL98] et sur les liens
entre especes et algebres de Hopf dans [AM10].

Les opérades sont apparues en topologie algébrique, dans les travaux de Boardman et
Vogt [BV68] et May [May72]. Un historique détaillé de leurs origines est présenté par Markl,
Shnider et Stasheff dans [MSS02]. Les opérades ont connu ce qui a été qualifié de renais-
sance au début des années 1990 [Lod96;; LSV97] avec de nouvelles applications tournées
vers l'algebre. Une opérade (vectorielle algébrique) encode un type d’algebre. Par exemple,
les opérades Comm, Lie et Assoc encodent les algebres commutatives, de Lie et associatives
respectivement. Certaines propriétés des algebres, comme la liberté et la Koszulité, peuvent
étre montrées directement en une preuve générale sur 'opérade. Par exemple, il existe une
preuve par la théorie des opérades du théoreme de Hopf-Borel selon lequel toute algebre de
Hopf commutative cocommutative est libre sur 1’espace vectoriel de ses éléments primitifs.
Loday a développé un cadre opéradique général pour ce type de théorémes appelés théo-
rémes de rigidité [Lod08] qui a permis de les montrer pour différents types d’algebres (voir
Section [3.3). Comme précisé brievement au paragraphe précédent, les opérades peuvent
étre vues comme un monoide dans la catégorie des especes. De maniere combinatoire, une
opérade est une espece S munie d'une projection SoS — 5. Le lecteur pourra consulter
[LV12] pour un panorama complet des opérades algébriques, [Ménl5] pour un panorama
des opérades ensemblistes et [Girl8] pour un panorama des opérades non-symétriques.
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1.2 Un modeéle: les posets des partitions

L’'exemple modele des interactions entre posets, especes et opérades est incarné dans le
poset des partitions. C’est I'exemple qui a inspiré le point de départ de ma recherche et guidé
un certain nombre de mes travaux. Apres avoir rappelé 1’origine de ce poset et sa définition,
j'expliquerai comment il se relie aux opérades et aux especes.

Les objets sous-jacents au poset des partitions sont les partitions d’ensemble, a ne pas
confondre avec les partitions d"un entier que nos confreres québécois appellent habilement
partage. Une partition d'un ensemble E est un ensemble {V,..., Vi} de sous-ensembles de
E deux-a-deux distincts et tels que E = Ui-‘zl Vi. Chaque V; est une part de la partition.
L'ensemble des partitions de E est noté Il ou II(E). Le nombre de partitions d'un ensemble
a n éléments en k parts est donné par le nombre de Stirling de seconde espece, noté S(n, k)
[OEI24, A008277]. Le nombre de partitions d'un ensemble a n éléments est dénombré par
les nombres de Bell, notés B,, [OEI24, A000110]. Les partitions sont étroitement reliées aux
especes puisque le pléthysme o de deux especes A et B est défini comme :

AoB(E)= K A(n)® <® lB(p)) :

ell(E) pen

L'ensemble des partitions d"un ensemble fini E est ordonné par raffinement : une parti-
tion 77 est plus petite qu’une partition 77’ si les parts de 7t sont incluses dans les parts de 7,
ou de maniere équivalente si les parts de 7t sont I'union de parts de 77’. Le poset des parti-
tions de E est aussi noté ITr ou IT(E). Lorsque E est I'ensemble [1; 1], ce poset est noté IT,,.
Les posets des partitions I3 et I14 sont représentés sur la figure Le poset des partitions
figure des 1940 dans [Bir40, Chapitre 1, exemple 6]. Le poset I1(E) ainsi obtenu est un poset
borné, c’est-a-dire avec un unique minimum, la partition en une seule part, et un unique
maximum, la partition dont toutes les parts sont de taille un. C’est un poset gradué : toutes
les chaines maximales ont méme longueur et il est possible d’associer a chaque élément son
rang, qui correspond au nombre d’arétes entre le minimum du poset et lui-méme dans le
diagramme de Hasse. Plus explicitement, le rang p(7r) d’une partition 7t est donné par son
nombre de parts, auquel on retranche un.

Comme rappelé plus haut, le poset des partitions est le treillis des plats de 'arrangement
de tresses (voir Figure en haut a droite). Le lecteur pourra se référer a la section[2.1.4]et
au livre [Sta07|] pour plus de détails a ce propos.

Le poset des partitions d'un ensemble a n éléments est un treillis EL-épluchable (EL-
shellable en anglais), c’est-a-dire qu’il existe un étiquetage des arétes de son diagramme
de Hasse tel que tout intervalle du poset admette une unique chaine étiquetée de maniere
croissante (en lisant les arétes du minimum vers le maximum de la chaine), qui soit premiere
dans l'ordre lexicographique. La définition d’EL-épluchabilité et son application au poset
des partitions ont été introduites par Bjorner dans [Bj680]. Si la relation 7w < 71’ est une
relation de couverture, cela signifie qu’il existe exactement deux parts de 77/, notées A et B,
qui appartiennent a la méme part de 7r. L'aréte entre les deux partitions v et 77’ de S est
étiquetée par la formule suivante :

A(rt, ©') = n+ 1 — max (min A, min B) . (1.2.1)

Les arétes du poset 113 de la figure sont étiquetées avec cet étiquetage EL. L'existence
d’un tel étiquetage a des conséquences topologiques. En effet, il est possible d’associer a tout
poset un complexe simplicial appelé complexe d’ordre, qui correspond a son nerf sil’on voit le
poset comme une catégorie. Tout poset EL-épluchable est Cohen-Macaulay et donc homotope
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(1}42}43) / \
B

{1}2,3} {2}{1,3} {3}{1,2} /

{1,2,3}

{1}{2}{3}{4}

((L23H4)  ((LszHe)  ((u2sH4) ({14213}

SR SSee =

({12,314} ({12413} ({12 3.4} [{1L3}H2.4}) ({1.3.41{2}) ({1.4}{2.3}) ({1}{2.3,4}]

FIGURE 1.2.1 — Posets des partitions I3 (en haut, vu comme treillis des plats de 1’arrange-
ment de tresses en haut a droite) et Il (en bas). Les arétes de I3 sont étiquetés par 1'étique-
tage EL proposé par Bjorner dans [Bjo80].

{13{2}{3,4}

a un bouquet de spheres, c’est-a-dire n spheres de méme dimension ayant exactement un
point commun.

L’action usuelle du groupe symétrique &, sur 1’ensemble [1; 1] s’étend en une action
de &, sur 'ensemble des partitions de [1;7]. Cette action préserve la graduation du po-
set et induit donc une action de &, sur 'unique groupe de cohomologie non trivial de 1T,
H"=3(T1,) (lui-méme isomorphe en tant que &,-module & H, 3(I1,)). Plusieurs auteurs,
tels que Stanley [Sta82] et Hanlon [Han81], ont calculé I'action du groupe symétrique sur
I’homologie du poset des partitions. Joyal [Joy86] 1'a reliée avec le caractére associé a I'opé-
rade Lie. Un historique plus détaillé a été recensé par Fresse [Fre04]. Dans ce méme article,
Fresse identifie le complexe de chaines du poset des partitions et la construction bar a ni-
veaux associée a I'opérade Comm, ce qui justifie pleinement que ’'homologie de chacun de
ces complexes soit identique et donne une explication algébrique aux liens remarqués pré-
cédemment. S"appuyant sur cet exemple, Vallette [Val07] a ensuite relié 1'épluchabilité des
posets de partitions décorées par une opérade, aussi introduits par Méndez et Yang [MY91],
a la dualité de Koszul pour les opérades. Une partition décorée par une opérade (ensem-
bliste) P est une partition dont chaque part 77; est décorée par un élément de 1’ensemble
P(7;). La définition de ces objets nécessite seulement une structure d’espece, cependant la
définition de 1’ordre nécessite une structure opéradique. En effet, deux partitions décorées
forment une relation de couverture dans le poset des partitions décorées par P si et seule-
ment si leurs partitions sous-jacentes forment une relation de couverture dans le poset des
partitions usuel et si les décorations des parts fusionnées sont "compatibles". Le résultat
phare de [Val07] est de relier une propriété topologique du poset (étre Cohen-Macaulay) a
une propriété algébrique de I'opérade (étre de Koszul).

Cet exemple est a l'origine de la plupart de mes travaux. En effet, les articles [Ogel3a);
DD25b|; DD25a] ont été motivés par une situation analogue sur le poset des hyperarbres
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avec cette fois un unique groupe d’homologie associé a 1'opérade PreLie. Nous avons in-
troduit dans [DD25b] la notion d’espece en poset opéradique, développée a la section 5| et
nous 1’avons mise en application dans [DD25a]] pour expliquer comment la structure opé-
radique sur la cohomologie du poset des hyperarbres est directement issue d"une structure
opéradique sur les ensembles nichés (nested sets) associés a ce poset.

Tout poset EL-épluchable est Cohen-Macaulay. On sait de plus que toute opérade PBW
est de Koszul. Dans l'article [BDH21], nous avons raffiné les résultats de [Val07] pour re-
lier I'épluchabilité avec le fait d’étre PBW. Cela permet notamment d’expliquer de maniere
algébrique la dualité de Whitney constatée par Gonzalez D’Le6n, Hallam et Quiceno dans
[DHD23].

Enfin, le lien entre posets des partitions et arrangement de tresses est la clé pour le cal-
cul de la diagonale du permutoedre [Del+23] et les partitions sont au cceur de la définition
du poset des 2-partitions non croisées étudié dans [DJR22]. Notez que les partitions appa-
raissent enfin en filigrane dans les travaux sur les polytopes d’hypergraphes et les algebres
tridendriformes [CDO25bj; CDO25a; BD20] puisque 'exemple clé de polytope est le per-
mutoedre dont les faces sont indexées par les compositions d’ensembles (aussi appelées
surjection), qui sont des partitions d’ensembles munies d’un ordre total sur 'ensemble de
leurs parts.

1.3 Lignes directrices de ma recherche

L'objectif de mes recherches est d’expliquer algébriquement les "coincidences" observées
de maniere combinatoire. Je suis en effet convaincue que celles-ci ne sont jamais fortuites
mais toujours le reflet d"'un phénomene plus profond. Pour atteindre cet objectif, je suis des
lignes directrices qui me tiennent a coeur :

¢ J'utilisation de I'informatique dans la phase exploratoire de mes travaux,
¢ |’animation de la recherche,

* linteraction entre I’enseignement et la recherche,

* la diffusion de mes thématiques et résultats de recherche.

Mes recherches débutent en général par une phase d’exploration informatique, menée
sur le logiciel Sage. Je tiens le code correspondant a disposition sur demande. Cette premiére
phase d’exploration me permet d’établir des conjectures, notamment grace au site web OEIS
[OEI24] qui est une vraie mine d’or pour un chercheur en combinatoire. A titre d’exemple, au
cours des recherches menées dans le cadre de l’article [Del+23], j’ai obtenu a ’aide de Sage
des fichiers de plus d’un million de lignes de résultats et une série génératrice en 6 variables
de degré 14. J'ai effectué des tests sur ChatGPT pour m’aider a formuler des conjectures,
notamment pour trouver une formule pour les coefficients de la série génératrice, mais ces
tests ont été peu probants! . Cet échec s’explique principalement par le fait que ChatGPT
n’est pas spécialisé dans cette tiche, méme si certains collegues ont réussi a ’apprivoiser
pour des taches similaires [PB23]. Je suis néanmoins convaincue qu’avec un outil adapté,
l"utilisation de l'apprentissage statistique fournirait un cadre efficace pour 1’élaboration de
conjectures de combinatoire énumérative, comme il le fait actuellement pour la combinatoire
extrémale et la théorie des graphes [GR96|; Wag21]. C’est la vision développée par notre

1. J'ai finalement trouvé une formule grace a une méthode suggérée par Sylvie Corteel, que je remercie
encore!
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collegue Christian Stump dans l’article de diffusion [Stu21]] publié dans la revue Nature qui
reprend les éléments présentés par Davies et ses coauteurs [Dav+21].

La recherche ne se fait pas de maniére isolée, mais au sein d'une équipe dans un la-
boratoire, dans une université et dans une communauté. Il m’a tenu a coeur de m’inves-
tir dans chacun de ses aspects : j’ai pris la direction de mon équipe, Algébre et calcul en
2021-2022 a I'IRIF, je me suis investie dans le conseil scientifique de 'UFR d’Informatique
de 2019 a 2022, je siege a la commission ressources humaines et au conseil du pole MIPS
(Math-Informatique-Physique-Systémes) de la Faculté des sciences de Montpellier depuis
2023 et, apres avoir siégé au bureau du GDR "Théorie de '’homotopie” en 2022-2023, je suis
responsable du GT CombAlg depuis juin 2023. Ces responsabilités m’ont permis de mrir
scientifiquement en me donnant acces a un éventail thématique plus large que mes propres
thématiques de recherche. J’ai étayé mes connexions a la fois avec les mathématiques et
I'informatique en étant dans des laboratoires des deux sections et en enseignant ces deux
matiéres. Cela m’a permis de nourrir des axes de recherche variés. Je dois a mes séjours a
I'IMT de Toulouse la partie sur les théorémes de rigidité développés a la section 3.3} a I'IRIF
et ma prise de responsabilité de 1’équipe Algebre et calcul celle sur les aspects polytopaux dé-
veloppés au chapitre 4] et sur les interactions avec la sémantique développées dans la partie
et a 'IMAG celle sur les espéces en posets opéradiques développées a la section 5| J'ai
pu exposer ma vision des mathématiques discretes et des relations entre mathématiques et
informatique dans une interview menée par Valérie Berthé et Frédéric Patras dans le cadre
de la synthese des mathématiques.

Je suis convaincue de I'importance et de la richesse de 'interaction entre I’enseignement
et la recherche, chacun modelant l’autre. En effet, apres avoir enseigné 1'informatique pen-
dant 12 ans, je pense plus facilement a des preuves algorithmiques comme en témoignent
par exemple les algorithmes de [DJR22]. De plus, ma recherche a une influence sur la ma-
niere dont j’enseigne : j'inclus des points qui apparaissent dans mes recherches comme les
codes de Priifer, les bases de Grobner, les fonctions de parking ou encore la définition d’ob-
jets par induction structurelle qui correspond aux équations fonctionnelles des espéces.

Les mathématiques sont pour moi tangibles et concretes. Je n’arrive a appréhender une
notion qu’apres l'avoir matérialisée d’une maniere ou d’une autre. J’aime particulierement
les exemples et les illustrations et je nourris mon enseignement de supports que je réalise
moi-méme. L'un de mes médiums favoris est le crochet. Réaliser des supports sert a la fois
a mieux les comprendre, puisque je réalise moi-méme les patrons, et de support pour mes
activités de recherche, d’enseignement et de diffusion. J’ai par exemple réalisé plusieurs
objets de géométrie hyperbolique ou encore un permutoedre et un associaédre au crochet
(voir la figure([1.3.1). J’ai aussi écrit un article de diffusion sur "les mathématiques du crochet”
dans la revue Au Fil des Maths qui a été 1’objet d"une conférence de diffusion en mars 2025 a
Saint-Brieuc, dans le cadre du festival "La preuve par neuf".

Enfin, je trouve primordial de transmettre au grand public mon amour pour la recherche
et d’expliquer a la fois mes motivations et ce qu’est un processus de recherche. Je me suis
impliquée des le doctorat dans la Féte de la science en présentant d’abord des surfaces réali-
sées au crochet? puis en organisant celle-ci pour I'UFR d’Informatique de I'Université Paris
Diderot de 2017 a 2021. Je participe aussi régulierement a des exposés dans des lycées (aux
lycées Louis-le-Grand et Jean Rostand de Villepinte en 2022, au lycée Philippe Lammour a
Nimes en 2023, aux lycées Hemingway de Nimes et Feuillade de Lunel en 2024 et 2025 ainsi
qu’au lycée Jean Moulin de Saint-Brieuc en 2025). Je présente principalement au cours de
ces exposés mes recherches sur les fonctions de parking. J’ai présenté mes recherches sur les
polytopes et le permutoédre lors d"un exposé au festival Pint of science en mai 2024. De plus,

2. Encore exposées dans la vitrine du hall d’entrée de I'ICJ a Lyon
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FIGURE 1.3.1 - A gauche, permutoédre réalisé au crochet. A droite, pseudosphere hyperbo-
lique réalisée au crochet.

jinterviens régulierement a Maths-en-jeans sur des sujets comme le pavage du diamant az-
teque (en 2023-2025) ou encore le jeu Lights out (en 2024-2025). Travailler sur la diffusion de
ces travaux de recherche m’aide a clarifier ma maniere de les présenter, ce qui sert pour la
diffusion aupres d’autres chercheurs ou pour la rédaction de projets. De plus, avoir des re-
gards neufs de lycéens guide vers de nouvelles preuves. Nous travaillons ainsi cette année
avec les lycéens de Maths-en-jeans du lycée Hemingway de Nimes sur une preuve alterna-
tive du comptage des pavages par domino du diamant aztéque n’utilisant que des éléments
de lycée. Ces lycéens, Marilou Cadet, Marine Fontalba et Christian Noutepe, encadrés par
leur professeure de mathématiques, Camille Armand, ont regu le prix coup de cceur du jury
a la tinale académique du concours "C Genial" qui s’est tenue a Montpellier en avril dernier.

1.4 Travaux présentés dans ce manuscrit

Je présenterai dans ce manuscrit les travaux suivants, effectués apres ma these, listés par
ordre alphabétique d’auteurs :

. Joan BELLIER-MILLES, Bérénice DELCROIX-OGER et Eric HOFFBECK. « Ope-
rads with compatible CL-shellable partition posets admit a Poincaré-Birkhoff-Witt ba-
sis ». In : Trans. Amer. Math. Soc. 374.11 (2021), p. 8249-8273. 1SSN : 0002-9947,1088-6850.
DOI :/10.1090/tran/8482. URL : https://doi.org/10.1090/tran/8482

. Emily BURGUNDER et Bérénice DELCROIX-OGER. « Structure theorems for den-
driform and tridendriform algebras ». In : Algebraic combinatorics, resurgence, moulds and
applications (CARMA). Vol. 1. T. 31. IRMA Lect. Math. Theor. Phys. EMS Publ. House,
Berlin, 2020, p. 29-66. ISBN : 978-3-03719-204-7

e [BD19] Emily BURGUNDER et Bérénice DELCROIX-OGER. Confluence laws and Hopf-
Borel type theorem for operads. 2019. arXiv :11701.01323 [math.CO]

. Pierre-Louis CURIEN, Bérénice DELCROIX-OGER et Jovana OBRADOVIC.
« Tridendriform algebras on hypergraph polytopes ». en. In : Algebraic Combinatorics
8.1(2025), p. 201-234. DOI:10.5802/alco.401. URL : https://alco.centre-mersenne.
org/articles/10.5802/alco.401/

e [CDO25a]] Pierre-Louis CURIEN, Bérénice DELCROIX-OGER et Jovana OBRADOVIC.
Restriction, order and shuffles in nestohedra. 2025

¢ [Dell7] Bérénice DELCROIX-OGER. « Semi-pointed partition posets and species ». In :
J. Algebraic Combin. 45.3 (2017), p. 857-886. ISSN : 0925-9899. DOI : 10 . 1007 /510801 -


https://doi.org/10.1090/tran/8482
https://doi.org/10.1090/tran/8482
https://arxiv.org/abs/1701.01323
https://doi.org/10.5802/alco.401
https://alco.centre-mersenne.org/articles/10.5802/alco.401/
https://alco.centre-mersenne.org/articles/10.5802/alco.401/
https://doi.org/10.1007/s10801-016-0727-1
https://doi.org/10.1007/s10801-016-0727-1
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016-0727-1. URL : https://doi.org/10.1007/s10801-016-0727 - 1| (dont la version
courte présentée a la conférence FPSAC est [Del15b]])

e [DD25b|] Bérénice DELCROIX-OGER et Clément DUPONT. Lie-operads and operadic mo-
dules from poset cohomology. 2025. arXiv : 2505.06094 [math.CO]. URL : https://arxiv.
org/abs/2505 . 06094

¢ [DD25a] Bérénice DELCROIX-OGER et Clément DUPONT. Hypertrees, postLie and pre-Lie
operads. 2025

e [DJR22]] Bérénice DELCROIX-OGER, Matthieu JOSUAT-VERGES et Lucas RANDAZZO.
« Some properties of the parking function poset ». In : Electron. ]. Comb. 29.4 (2022),
Paper 4.42, 49 pp. ISSN : 1077-8926. DOI : |10 . 37236 / 10714 (dont la version courte
présentée a la conférence FPSAC est [DJR20])

e [Del+23|] Bérénice DELCROIX-OGER, Guillaume LAPLANTE-ANFOSSI, Vincent PILAUD
et Kurt STOECKL. Cellular diagonals of permutahedra. 2023. arXiv :2308.12119 [math.C0]
(dont une version courte remaniée sera présentée a la conférence FPSAC 2025)

J'aimerais mentionner les travaux suivants effectués aussi apres ma these, mais que ce

manuscrit n’abordera pas puisqu’ils sortent de 'unité thématique voulue :

¢ [Ava+21] Jean-Christophe AVAL, Adrien BOUSSICAULT, Bérénice DELCROIX-OGER,
Florent HIVERT et Patxi LABORDE-ZUBIETA. « Non-ambiguous trees : new results and
generalisation ». In : European |. Combin. 95 (2021), Paper No. 103331, 28. 1SSN : 0195-
6698,1095-9971. DOI : [10. 1016/ . ejc . 2021 . 103331, URL : https://doi . org/10.

1016/j.ejc.2021.103331 (dont la version courte présentée a la conférence FPSAC est
[Ava+16])

¢ [BDM17] Emily BURGUNDER, Bérénice DELCROIX-OGER et Dominique MANCHON.
« An operad is never free as a pre-Lie algebra ». Preprint, arXiv:1702.01949. 2017

Je résume sur la figure[I.4.T)mes principaux objets d’études et les articles dans lesquels ils
apparaissent. Le chapitre 2 est centré autour de la partie la plus combinatoire, entre especes
et posets. Le chapitre 3[est centré autour des applications plus opéradiques. Le chapitre 4 est
centré sur les interactions avec les polytopes. Le chapitre |5| fait la synthése des interactions
entre posets, especes et opérades et ouvre vers la sémantique.

1.5 Notations

Nous présentons ici plusieurs notations qui seront utilisées par la suite :

* K : corps de caractéristique zéro (dans certains des travaux, un anneau commutatif
unitaire suffit : le lecteur pourra se référer a l'article de recherche correspondant).

* Si E est un ensemble, K.E désigne le K-espace vectoriel engendré par E.
e [n] = [1;n] : le segment d’entiers {1,...,n}

* Les especes sont notées avec des "fausses" lettres grasses E et les opérades en majus-
cules calligraphiées P. Nous noterons P (1) pour P ([n]).

* Gf désigne le groupe des permutations de 1'ensemble E. Nous noterons simplement
Sy pour Sy,

* Jx désigne le symbole de Kronecker qui vaut 1 si X est vraie et 0 sinon.


https://doi.org/10.1007/s10801-016-0727-1
https://doi.org/10.1007/s10801-016-0727-1
https://doi.org/10.1007/s10801-016-0727-1
https://doi.org/10.1007/s10801-016-0727-1
https://arxiv.org/abs/2505.06094
https://arxiv.org/abs/2505.06094
https://arxiv.org/abs/2505.06094
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https://arxiv.org/abs/2308.12119
https://doi.org/10.1016/j.ejc.2021.103331
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CHAPITRE 2

Posets et especes : concepts fondamentaux et interactions
combinatoires

2.1 Posets combinatoires

Un poset est un ensemble partiellement ordonné. Les posets combinatoires sont des po-
sets sur un ensemble de structures discretes. Tous les posets combinatoires apparaissant
dans ce manuscrit seront finis. Nous présentons dans cette section les définitions et les ré-
sultats généraux sur les posets nécessaires par la suite, sans viser a I’exhaustivité.

2.1.1 Généralités et premiers exemples

Soit P un poset. La relation d’ordre partiel associée est notée <p, ou < quand il n'y a pas
d’ambiguité. Nous notons de plus <p (ou <) la relation d’ordre strict associée. Un élément b
de P couvre un élément a de P, noté a <bsia <p bets’iln'existe aucunctel quea <p ¢ <p b.
Le diagramme de Hasse d’un poset P est le graphe dont les sommets sont les éléments de P et
les arétes sont données par les relations de couverture. Les éléments minimaux du poset sont
traditionnellement représentés en bas du diagramme de Hasse et les éléments maximaux en
haut. Les posets avec un maximum (noté 1) et un minimum (noté 0) sont appelés intervalles
et sont dits bornés. Si un poset P n’est pas un intervalle, le plus petit intervalle contenant P
est noté P. Une chaine maximale (ou chaine saturée) du poset P est une chaine ap < ... < a, ou
ap est un élément minimal du poset, a, est un élément maximal et a;,1 couvre a; pour tout
0 <i < n—1 Unposet P est gradué si toutes ses chaines maximales ont la méme longueur.
Dans ce cas, il existe une application rk : P — IN, appelée rang, telle que

e rk(m) = 0 pour tout élément minimal m de P
e etrk(b) = rk(a) + 1 pour tout a < b de P.

Etant donnés deux posets P; et P, le produit direct P; x P, de ces deux posets est le produit
cartésien P; x P, muni de l'ordre (a1,a;) < (by, by) si et seulement si a; < b; dans P;, pour
i=1,2.

Exemples 2.1.1. ¢ Considérons un ensemble fini E. L'ensemble P (E) des sous-ensembles
de E, muni de I'inclusion, est un poset appelé treillis booléen et noté Bg(voir figure[2.1.1).

25
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FIGURE 2.1.1 — Diagramme de Hasse du treillis booléen a trois éléments

¢ Considérons les permutations de G;, olt une permutation ¢ est représentée comme
un mot o(1)...c(n) (noté simplement o7 . .. 0y,). La cloture transitive de la relation de

couverture
01...00i41...05 <O1...0i410;...04 8107 < Oj41 (2.1.1)

est appelée ordre (de Bruhat) faible (voir le paragraphe 4.5.1).

* D’autres exemples seront développés plus loin : les posets des partitions et de parti-
tions décorées (voir[2.6) et les posets d’hyperarbres (voir
A

Définition 2.1.2 ([Bir40]). Soit P un poset fini et a et b deux éléments de P. a et b admettent
une borne supérieure (join en anglais) (resp. inférieure (meet en anglais)) si I’ensemble des
majorants (resp. minorants) communs a a et b admet un minimum (resp. maximum). La
borne supérieure (resp. inférieure) de deux éléments a et b est notée a \V b (resp. a A b). Un
poset dans lequel tout couple d’éléments admet une borne supérieure et une borne infé-
rieure est un freillis.

Exemple 2.1.3. Le poset booléen Bg est un treillis. Pour V' et W deux sous-ensembles de E,
leur borne supérieure V'V W est VU W et leur borne inférieure VA W est VN W. Le poset
des partitions et I'ordre faible sont aussi des treillis.

Le poset des hyperarbres (voir n’est pas un treillis, puisque deux éléments n’ont pas
forcément de borne supérieure. C’est par contre un semi-treillis inférieur : toute paire d’élé-
ments a une borne inférieure. Le poset des hyperarbres augmenté d’un maximum est un
treillis [[MMO06, Lemme 2.2]. A

2.1.2 Bigebre d’incidence

Nous rappelons ici les définitions reliées aux bigebres d’incidence extraites de l’article de
W. Schmitt [Sch94].

Une famille d’intervalles P est fermée par intervalle, si elle est non vide et si, pour tout
P e Peta<be P, lintervalle [a, ] est dans P. Elle est de plus fermée par produit direct si le
produit direct de deux intervalles de la famille est un intervalle de la famille. Nous pouvons
de plus considérer ~ la relation d’équivalence donnée par l'isomorphisme de posets. Nous
définissons alors une K-bigebre C(P) par :

Proposition 2.1.4. [Sch87] Soit C(P) le K-espace vectoriel engendré par les classes d’isomor-
phismes sur P, P/ ~, muni du produit cartésien de posets x et d'une unité v : K — C(P).
Nous définissons les applications linéaires A : C(P) — C(P)®@ C(P)ete: C(P) — Kpar:

A[P] = ZI:D[(A), a)® [a,1] et €[P] = Op—y (1),
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ot 0 et 1 sont respectivement le minimum et le maximum de P. Alors, H(P) = (C(P), X, A, v,€)
est une bigebre munie du produit direct de posets, de I'unité v, du coproduit A, de la counité € et d’un
antipode que nous omettons ici. Cette bigebre est appelée algebre de Hopf d’incidence.

Remarque 2.1.5. Cette définition s’étend a toutes les relations d’équivalence vérifiant cer-
taines conditions (voir [Sch94]). Elle se généralise aussi aux familles de posets qui ne sont
pas forcément des intervalles dans [Dell5a].

Exemples 2.1.6.  * [Sch94] L'algebre de Hopf d’incidence des treillis booléens est iso-
morphe a 1’algebre de Hopf binomiale, ¢’est-a-dire 1’algebre des polynémes Q[X], mu-
nie du coproduit

A(X") = i (”) xk @ xn* 2.1.2)

k=0 k

¢ [Sch94] L'algebre de Hopf d’incidence des posets des partitions est isomorphe a l’al-
gebre des polyndmes Q[X], munie du coproduit

X" n ) , }(i i }(k
A (‘n!-) =) X (jl i )H (T!) ® T 2.1.3)
k=1 (]1/---;]11)6N 4 rjn/ =1
Z?:l ji:k/Z?:l 1],=n

¢ J'ai calculé dans [Del17] la bigebre d’incidence des partitions semi-pointées (voir[2.6.4).
A

La duale de 'algeébre de Hopf d’incidence joue un role particulier dans le calcul des
nombres de Mobius détaillé a la section suivante.

Exemples 2.1.7. ¢ La duale de I'algebre de Hopf d’incidence des treillis booléens est iso-
morphe a I’algebre des séries formelles de la forme
xk
F(x) =1+ k;fkﬁ (2.1.4)

munie du produit des séries formelles.

* La duale de 'algebre de Hopf d’incidence des posets des partitions est isomorphe a
'algebre des séries formelles de la forme

k
F(x) = x + ka% (2.1.5)
k=2 :

munie de la composition des séries formelles (algebre de Faa di Bruno).

A

2.1.3 Fonction de M6bius et inversion de Mobius
Définition 2.1.8. La fonction de Mobius y est définie récursivement sur les intervalles fermés
d"un poset P par :
u(a,a) =1, Va e P (2.1.6)
u(a,b) ==Y wulac), Va<beP. (2.1.7)

a<c<b

Si P est un intervalle, le nombre de Mdbius est défini par u(P) := u(0,1). Dans le cas
contraire, le nombre de Mobius de P est défini par y(P) := u(P).
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Le nom de cet invariant vient de I'exemple suivant. Si Div, est le poset des diviseurs
d'un entier n, p(d,m) = u(m/d), ot u est la fonction de Mobius classique telle que :

u(n) = { (DK, sin=p1...px

0, sinon.

Considérant un poset borné gradué P de minimum 0 et maximum 1, les fonctions de
Mobius de certains intervalles du poset sont encodées dans le polyndme caractéristique :

x(y) = Y u(0,a)y k@), 2.1.8)
aeP

ot rk(a) est le rang de a, c’est-a-dire la longueur de la plus longue chaine entre 0 et a.
L'une des applications de la fonction de Mobius est la formule d’inversion de Mobius :

Proposition 2.1.9. [[Rot64|] Soient f et ¢ deux fonctions définies sur P. Alors, pour tous a, b de P,
f(b) =) g(a) sietseulementsi g(b) =Y f(a)u(a,b). (2.1.9)

a<b a<b

Une autre application est son lien avec la caractéristique d’Euler que nous verrons a la
section[2.2]

2.1.4 Arrangement d’hyperplans et treillis des plats

Nous rappelons maintenant brievement les résultats classiques de la combinatoire des
arrangements d’hyperplans affines. Le lecteur intéressé pourra se référer a [Sta07; |(OT92]
pour une introduction plus détaillée.

Définition 2.1.10. Un arrangement (fini) d’hyperplans atfines réels est un ensemble fini A d’hy-
perplans affines dans R“.

Dans ce qui suit, A désigne un tel arrangement.

Définition 2.1.11. Une région de A est une composante connexe de R? . (g 4 H. Les faces
de A sont les clotures des régions de A et leurs intersections avec un hyperplan de A.
Le treillis des faces de A est le poset Fa(A) des faces de A ordonné par inclusion. Les f-
polynome f 4(x) et b-polynéme b 4(x) de A sont les polyndomes

d d
fax) =Y f(A)x" et by(x)= Y be(A)xE, (2.1.10)
k=0 k=0

ot f(A) estle nombre de faces de dimension k de A et bi(.A) est le nombre de faces bornées
de dimension k de A.

Définition 2.1.12. Un plat de A est un sous-espace affine non vide de R? qui peut étre obtenu
comme l'intersection de certains hyperplans de A. Le poset des plats, ou poset d’intersection,
de A est le poset FI(A) des plats de A ordonné par contenance (un plat est plus petit qu'un
autre s’il le contient).

Définition 2.1.13. Le polynome de Mobius p4(x,y) de A est le polyndme défini par

palx,y)= Y ppa(F, G) xtimF) dim(G) (2.1.11)
F<G

oit F < G parcourt I'ensemble des intervalles du treillis des plats FI(A), et ppy4)(F, G) est la
fonction de Mobius du treillis des plats FI(A) (voir définition [2.1.8).
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FIGURE 2.1.2 — Un arrangement d’hyperplans (a gauche) et son poset d’intersection avec sa
fonction de Mobius (a droite).

-1

Remarque 2.1.14. Le coefficient de x/ dans le polyndme de Mébius p4(x,y) donne le poly-
nome caractéristique (comme défini a I'équation (2.1.8)) :

xA(y) =[x palx,y) Zuﬂ F) ydim(F), (2.1.12)

Nous avons vu dans l'introduction que le poset des partitions apparaissait comme le
treillis des plats de 'arrangement de tresses. Connaitre le treillis des plats d’un arrange-
ment d’hyperplans permet de calculer le nombre de régions de I’arrangement d’hyperplans
correspondant grace au théoréeme de Zaslavsky qui suit.

Théoréme 2.1.15 ([Zas75, Thm. A]). Le f-polyndme, le b-polynome, et le polynome de Mobius de
I'arrangement d’hyperplans A sont reliés par

falx) =pa(—x,—1) et by(x) =pa(-x1). (2.1.13)
Exemple 2.1.16. Pour I'arrangement .4 de 5 hyperplans de nous avons
pa(x,y) = x*y* — 5x%y + 6x% + 5xy — 10x + 4,

d'ott f4(x) =pa(—x,—1) =12x°> +15x+4 et  by(x) = pus(—x,1) =2x>+5x+4.
A
Nous utilisons ce théoreme dans l'article [Del+23|] pour calculer le nombre de régions

de I'arrangement associé a la diagonale du permutoédre, et a k copies de l’arrangement de
tresses en position générique. Ces résultats seront présentés dans la section

2.2 Complexe d’ordre et topologie du poset

Nous présentons ici une courte introduction a la topologie des posets. Le lecteur souhai-
tant un traitement plus approfondi de ce sujet pourra se référer a [Wac07] pour la topologie
des posets et a [Mun84] pour 1'homologie simpliciale.
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2.2.1 Complexe d’ordre
Homologie réduite

Considérons un poset combinatoire fini P. A ce poset est associé un complexe de chaines
appelé complexe d’ordre dont I'espace vectoriel des m-chaines est

Cu(P) =K{ag < ... <ayla; € P\{0,1}} (2.2.1)
et ’application de bord est
dm : Cu(P) = Cpy—1(P)

~

m
ag < ... <am— Y (—1)ag<...<d <...<an
i=0

outay < ... < ay estappelée m-chaineetay < ... < d; < ... < ay estlam — 1-chaine obtenue
en enlevant I'élément 4; a la m-chaine ap < ... < a,. On ajoutera a ce complexe 1'espace
vectoriel des —1-chaines C_1(P) = K, afin de considérer 1'homologie réduite. L'homologie
du poset est 'homologie réduite de son complexe de chaines :

Au poset est associé de méme un complexe de cochaines en considérant 1’application de
cobord suivante :

" : Cp(P) = Cpysn(P)

G <...<am— Y. a<ag<..<ap+(-1)"Y ay<..<ay<a
o< an<a (2.2.2)

m—1 .
+ Y (D" Y s <..<m<a<ag <...<am
i=0

a;<a<dajyq
Les espaces de cohomologie sont alors donnés par :
H™(P) = kerd™/Imd™ L.

Tous mes travaux portent sur ’homologie des posets, sauf les articles [DD25b]] et [DD25a]
out il est nécessaire de considérer des complexes de cochaines pour pouvoir définir une struc-
ture d’opérade.

Cette définition n’est pas toujours adaptée a la réalité combinatoire du poset. En effet,
cette définition d’homologie pour des posets non bornés revient a rajouter, si nécessaire, un
minimum et un maximum artificiels qui n’ont alors plus de sens combinatoire. Notamment,
dans I'étude de la cohomologie des posets des partitions décorées et plus généralement des
especes en posets opéradiques introduites dans la section 5 les cohomologies qui "ont du
sens", c’est-a-dire qui se relient a la duale de Koszul de I'opérade décorant le poset, sont les
sommes directes des cohomologies des intervalles maximaux. Nous introduisons ci-dessous
les variantes de cohomologies apparaissant dans [DD25b]| et [DD25a]

Variantes de cohomologie

Soit min(P) (resp. max(P)) 'ensemble des éléments minimaux (resp. maximaux) de P.
On considere :
c"™(P):=K{ap < ...<apla; € P,agp € min(P), a,, € max(P)}
¢"(P):=KA{ayg < ...<apla; € P,ap € min(P)}
c™(P):=KA{ag < ...<ap|a; € P,ay € max(P)}
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munis de I'application de cobord définie comme a 1’équation (avec possiblement cer-
taines des sommes vides). On note 1*(P), ii*(P) et h*(P) la cohomologie des complexes de
cochaines c*(P), ¢*(P) et ¢*(P) respectivement.

Pour n > 2, ces groupes de cohomologie se relient aux groupes de cohomologie réduite
classique des intervalles maximaux de P :

W'(P) ~ & H"?(P)
a € min(P), b € max(P),a<b

Py~ @ H" (P,
a € min(P)

WPy~ @ H"(Py)
b € max(P)

En particulier, si P est un intervalle,
h'(P) ~ I:I”_Z(P \ {O,i}).

Nous renvoyons a [DD25b] pour une interprétation de cette cohomologie en termes de co-
homologie relative.

2.2.2 Posets Cohen-Macaulay

Quand le poset a le type d’homotopie d'un bouquet de spheres, toutes de méme di-
mension, celui-ci est dit Cohen-Macaulay. 1l a alors un unique groupe de (co)homologie non
trivial. Je détaille ici différentes méthodes que j'utilise pour montrer qu'un poset est Cohen-
Macaulay.

EL- et CL-épluchabilité

La théorie de I'épluchabilité (shellability en anglais) est apparue dans un premier temps
pour des complexes simpliciaux purs, c’est-a-dire dont toutes les facettes ont méme dimen-
sion. Nous nous plagons ici dans le cadre non pur (correspondant a des posets avec des
chaines maximales de longueurs différentes) développé par Bjorner et Wachs dans [BW96);
BWO7].

Définition 2.2.1. Soit A un complexe simplicial et F une face de A. Le sous-complexe engendré
par F est le complexe simplicial (F) = {G|G C F}. Un complexe simplicial est épluchable
s’il existe un ordre total Fj, ..., F, de ses facettes tel que (Uf;ll (Fi>> N (Fy) soit pur et de
dimension dim F; — 1. Un poset est épluchable si son complexe d’ordre l'est.

Un poset est pur si toutes les chaines maximales ont méme longueur, c’est-a-dire le méme
nombre d’arétes dans le diagramme de Hasse. On appelle alors hauteur du poset cette lon-
gueur. Si le poset est pur, I’épluchabilité peut se reformuler directement en termes de poset :

Définition 2.2.2 ([Bjo80]). Soit P un poset borné et pur de hauteur n. Un épluchage (shelling
en anglais) est un ordre total ¢y, ..., ¢, sur les chaines maximales de P tel que pour touti < j,
il existe k < j tel que:

lckNejl=n—1 et c¢Ncj Cc.

Sile poset P admet un épluchage, il est dit épluchable.
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Exemples 2.2.3. Le poset des partitions, le treillis booléen, le treillis de Tamari [BW97]] sont
épluchables, ce qui n’est pas le cas de I'ordre faible. A

L’épluchabilité n’est pas un invariant topologique (un complexe simplicial épluchable
peut étre homotope a un complexe simplicial non épluchable) mais a des conséquences to-
pologiques fortes :

Proposition 2.2.4 ([BW96]). Tout poset épluchable est Cohen-Macaulay.

Pour montrer de maniere combinatoire ’épluchabilité d"un poset, on pourra utiliser les
épluchabilités suivantes :

Définition 2.2.5. Un EL-étiquetage d’un poset P est une application A : E(P) — A, ou A
est un poset et E(P) est ’ensemble des arétes du diagramme de Hasse de P (de maniere
équivalente, I'ensemble des relations de couverture du poset P).

Un CL-étiquetage d"un poset P est une application A qui associe a tout couple (a < b,c), ott ¢
est une chaine maximale de P contenant a4 < b, un élément du poset A. Il est de plus requis
que si deux chaines maximales c et ¢’ contiennent toutes les deux a < b et coincident sur les
éléments plus petits que a, alors A(a <b,c) = A(a<b,c’).

Etant donné un poset P et un étiquetage (EL ou CL) A de P, a toute chaine maximale
c=ay < ...< ay peut étre associé un mot A(c) := A(ap <ay)...A(a,—1 <ay). L'ordre sur
A s’étend en un ordre lexicographique sur les mots A(c) associés aux chaines maximales du
poset. La chaine est croissante si A(a;_1,a;) < A(aj,a;41) pour tout1 <i<n—1.

Définition 2.2.6. Un poset P est EL-épluchable (EL-shellable en anglais) (resp. CL-épluchable)
s'il existe un EL-étiquetage (resp. CL-étiquetage) A tel que, pour tout intervalle [a;b] de P, il
existe une unique chaine maximale croissante ¢, dont le mot A(c) est de plus minimal.

Exemples 2.2.7. o Le treillis booléen admet I'étiquetage EL suivant : I'aréte (V,V U {v})
est étiquetée par v (voir [Bjo80]).

* Les posets des partitions et de partitions non croisées admettent 1'étiquetage EL sui-
vant : I’aréte entre une partition 7r = (71y,. .., 7y) et la partition obtenue en fusionnant
les parts 77; et 77j de 7T est étiquetée par max (min 77;, min 77j). Ce résultat a été montré
par Gessel dans le cas des partitions et Bjorner et Edelman dans le cas non croisé, voir
[Bjo80].

* Les treillis de m-Tamari admettent un étiquetage EL (voir [Miih15]).

A

Proposition 2.2.8 ([BW96]). Tout poset EL-shellable est CL-shellable. Tout poset CL-shellable est
Cohen-Macaulay.

Trouver un EL- ou un CL-étiquetage peut s’avérer difficile. Rappelons qu’un atome d"un
poset est un élément couvrant un élément minimal du poset. Le critére suivant, équivalent
a la CL-épluchabilité, peut s’avérer plus facile a vérifier que celle-ci.

Définition 2.2.9 ([BW83; BW97]). Un poset borné P admet un ordre récursif sur ses atomes si
* ses chaines maximales sont de longueur 1

* ou alors s’il existe un ordre total a4, ..., a, sur les atomes de P tel que :
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1. Pour tout 1 < j < n, l'intervalle [a]-, i] admet un ordre récursif sur ses atomes

dans lequel les atomes de [a;, 1] qui appartiennent & un [a;, 1] pour uni < j sont
minimaux.

2. Pour tout i < j, si a;,a; < y alors il existe k < j et un atome z de [a;, 1] tels que
a <z < Y.

Théoréme 2.2.10 ([BW83|; BW97]). Un poset borné P admet un ordre récursif sur ses atomes si et
seulement si il est CL-épluchable.

S’inspirant des treillis géométriques, Bjorner et Wachs ont formulé la propriété suivante,
qui implique l'existence d'un ordre récursif sur les atomes.

Définition 2.2.11. Un poset P est semi-modulaire si pour tout intervalle I de P et tous by, by € I
qui couvrent un élément a € I, il existe un élément ¢ € I qui couvre a la fois b; et bp. Un
poset est totalement semi-modulaire si tout intervalle fermé dans le poset est semi-modulaire.

La notion de semi-modularité est reliée aux notions précédentes par le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.12. [BWS83, Theorem 5.1] Tout ordre sur les atomes d’un poset totalement semi-
modulaire est un ordre récursif sur les atomes.

Nous récapitulons sur la figure les différents liens entre ces notions.

EL-épluchabl L-épluchabl
épluchable —— CL-épluchable ——* Cohen-Macaulay

| _—

Totalement semi-modulaire —— Ordre récursif sur les atomes

FIGURE 2.2.1 — Implications des propriétés d’épluchabilité

Une variante d’épluchabilité

Nous avons introduit dans [DJR22] une maniere de montrer I'épluchabilité, variante de
I’ordre récursif sur les atomes.

Lemme 2.2.13 (adapté de [DJR22]). Soit P un poset. Pour tout élément a de P, I'’ensemble des
éléments couvrant a est muni d’'un ordre total <,. Supposons que pour tous a,b,b’,c € P tels que
a<b<c,a<b,eth <,b:

 ou bien il existe b” € P tel quea <b” <cetb” <, c,
* ou bien il existec’ € Ptel queb<<c' <b' Vcetcd <ec.
Alors P est épluchable.
Ce lemme est illustré sur la figure ot les arétes droites représentent des relations de

couverture, les zigzags représentent une relation d’ordre et 1’existence des arétes magentas,
bleues et violette implique ou bien celle des vertes ou bien des orange.
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—>

b'Ve

b’ b

0
FIGURE 2.2.2 — Diagramme de Hasse illustrant le lemme 2.2.13

Lemme des fibres de Quillen

Nous finissons cette section topologique avec un lemme utilisé notamment dans [DJR22,;
DD25a] et a la section

Lemme 2.2.14 ([Qui78]||). Soient P et Q deux posets et un morphisme de posets f : P — Q. Le poset
P a le méme type d’homotopie que le poset Q si et seulement si les fibres f =1 (Q<«4) sont contractiles.

2.3 Espeéces de structure

Les espéces de structures ont été introduites par Joyal [Joy81] au début des années 1980.
Le lecteur pourra se référer a [BLL98] pour une introduction plus détaillée sur ce sujet.
Pour inclure les partitions semi-pointées qui seront traitées a la partie nous formulons
une version légerement plus générale des especes qui correspond aux opérades colorées de
[VanO4].

Définition 2.3.1. Soit k un entier strictement positif. Une k-espéce vectorielle, appelée aussi
k-espece linéaire, (resp. ensembliste) est un foncteur FF : Bij* — Vect (resp. FF : Bij* — Set ) ou
Bij est la catégorie des ensembles finis et bijections, Set est la catégorie des ensembles finis
et Vect est la catégorie des K-espaces vectoriels. Une 1-espece sera appelée plus simplement
une espece.

Etant donnée une espece IF, 1'espéce FT des F-structures non vides est définie sur tout en-
semble fini E par F"(E) = F(E) si E # @ et FT(E) = {0} sinon.

Exemples 2.3.2. Les applications suivantes sont des k-espéces (avec k = 1 apres la premieére
ligne) :

Définition Nom Notation
(El, e, Ek) — (S(El,...,Ek):(@,...,@)]K Unité 1
E— K Singleton X
E— K Ensembles E ,
E — K®E Listes L
E— K.E Ensembles pointés | [E®* ou Perm
E— K.RT(E) Arbres A
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ot RT (E) est 'ensemble des arbres de Cayley (arbres enracinés non plans) sur E. L'espeéce
des ensembles non vides est associée a 1'opérade Comm encodant les algébres commuta-
tives, celle des listes non vides, a 'opérade Assoc encodant les algebres associatives et celle
des arbres non vides, aux opérades NAP et PreLie encodant respectivement les algebres
NAP et pré-Lie.

L’application A, s, qui associe a deux ensembles E; et E; I'ensemble des foréts enracinées
sur E; et E; dont les racines sont dans E; et les autres sommets dans Ej, est une 2-espece (voir

figure[2.3.1)). AN

SRV IR LT

FIGURE 2.3.1 — Eléments de I'image par 1’espece A, s des ensembles {1,2} et {>, &, O, &}

A toute espéce ensembliste [F peut étre associée une espéce vectorielle, en considérant
'espece IF(E) = K.IF(E). Par contre, il y a strictement plus d’espéces vectorielles que d’es-
péces ensemblistes. Par exemple, I’espece qui a un ensemble E associe ’algébre de Lie engen-
drée par les crochets de Lie d’exactement |E| éléments de E n’a aucune espece ensembliste
correspondante. Décrivons dans un premier temps Lie(E) pour E petit.

e Lie({1}) = KetLie({1,2}) = K{[1,2]} (représentation signature).

e Lie({1,2,3}) = K{][[1,2],3],][1,3],2]} : c'est 'unique représentation irréductible de
G3 de dimension 2 (correspondant aux isométries d'un triangle équilatéral). Notam-
ment, le caractere évalué en (123) est —1 : il est impossible de trouver une espece
ensembliste dont le nombre de points fixes soit —1.

On définit les opérations suivantes sur les k-espéces :
Définition 2.3.3. Soient IF et G deux k-especes. Nous définissons

i apIF(El,. . -/Ek) = IF(El,. . -/Ep—ll Ep L {O}, Ep+1,. . .,Ek), (déI‘IVée)

(F+G)(Ey,...,Ex) =F(Ey,...,Ex) ® G(Ey,..., E), (addition)
(F-G)(Ey, ..., Ex) = @piyp2_p, F(E - .., Bt) ® G(EY, ..., Ep), (produit)

1<i<k
(F ®y G)(Ey,...,Ex) = F(Ey,...,Ex) ® G(Ey,...,E) avec l'action diagonale du
groupe symétrique, (produit de Hadamard)

Si F est une 1-espeéce et G une k-espeéce vérifiant G(&, ..., &) = {0},

(FoG)(Ey,..., Ex) = S F(71) ® e G(JNEy, ..., ] NEg), ot pour tout
ensemble fini E, IT(E) est I'ensemble des partitions de E (voir section [2.6). (substitu-
tion)

Le produit F - G est aussi noté F x G.
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Exemples 2.3.4. L'espece A" de 'exemple satisfait la relation suivante :
AT =X -(EoA"),
L'espece A, ; de I'exemple satisfait la relation suivante :
Ars =Eo (X1 -E(Az)),
ot les 2-especes X et Aj sont définies par: X1(Eq, Ez) = X(E7) et Ax(E1, Ex) = A(Ep). A
A toute k-espéce peuvent étre associées les séries suivantes :

Définition 2.3.5. Soit IF une k-espece. La série génératrice (exponentielle) associée a IF est :

k41

Cr(xy,...,x)= Y. dim(]F([[nl]],...,[[nk]]))H%.

ny,...,1; 20 i=1 ""1

La série indicatrice de cycles de TF est la série formelle en une infinité de variables p’ =
(i1, Pi2s Piss--.) pour 1 <i <k, définie par :

k
1 kN 1 ol ok oi al ol
Ze(p' )= L | o F e iea et
ny,...,M =0 0‘166ni, i=1
(nl,.‘.,nk)#(O,...,O) 1§Z<k

NI R . . , . . s
ot F7 7" est la dimension de I'espace des invariants par 'action de ¢! x ... x o* sur [n] x
oo X [ng] et 0; est le nombre de cycles de longueur j de ¢,

Exemples 2.3.6. Les principales séries indicatrices de cycles associées aux especes présentées

a l'exemple sont :
1
Zy=1, Zx=p;, Zp=exp (Z%), Z]Lzl— Zge = p1 X exp (Z%)
k>1 ! k>1
JAN

Définition 2.3.7. Pour f = f(p) et g = g(p',...,p~), deux séries indicatrices de cycles, le
pléthysme f o g est le morphisme d’algebre engendré par :

piogpl, ... P") = g ((pri Prois PL3ir ) s (Phis Phis Pk3ir---)) - (2.3.1)

La suspension de g est la série :

g =—8((=p11,—P12---)s-r (=Pk1, —Pk2, —Pk3s---)) - (2.3.2)
Les séries associées aux espéces satisfont les relations suivantes :

Proposition 2.3.8. Soient IF et G deux k-especes et H une espece. Leurs séries associées satisfont :
Cpic =Cr+Cg, Cpc=CrxCq Zpic=2Zr+2Zg Zrg=ZF X Zg,
et si G(@, .. .,@) = {O}, Chogc =CyoCq, Zyog =ZpoZg.
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Exemples 2.3.9. Les relations suivantes découlent de la dualité de Koszul des opérades :

YLieoET = ET oXLie = X (2.3.3)
YLtoLT =Lt oXLT =X (2.3.4)
YE*o AT = AT oXE®* ==X (2.3.5)
A

Les especes de structure généralisent les séries génératrices et permettent des calculs
de caracteres pour l'action de groupes symétriques, notamment sur la cohomologie comme
nous le détaillons a la section suivante.

2.4 Action du groupe symétrique sur ’homologie d’un poset

Nous établissons maintenant le lien entre ’action du groupe symétrique sur I’homologie
d’un poset P gradué et celle sur les k-multichaines de P, pour k > 1, en reprenant les résultats
de [Dell7]]. Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire des espéeces auxiliaires.

La notion d’espece admet plusieurs variantes, l'une d’entre elles étant les espéeces en
posets. Une espece en posets P : Bij — Pos est un foncteur de la catégorie Bij des ensembles
finis et bijections dans la catégorie des posets. A tout ensemble fini E, I’espéce en poset P
associe un poset P(E) tel que pour toute bijection ¢ : E — F, l'application P(¢) : P(E) —
P(F) soit un isomorphisme de posets. Etant fixée une espéce en posets P, on peut lui associer
I'espece (vectorielle) des k-multichaines

MC(P(V)) :=KA{(ay,...,ar)|a1,...,ap € P(V)eta; <ajyqpourl <i<k—1}. (24.1)

On note aussi C(P(V)) I'espece vectorielle des k-chaines de P(V') et Hy(P(V)) 'espece vec-
torielle associée au k-ieme groupe d’homologie (réduite) de P(V). Notons que C_1(P(V)) =
K et Co(P(V)) = K.P(V), 'espace vectoriel engendré par les éléments de P(V) \ {0,1}.
La série génératrice Cpic, est un polyndme en k appelé polyndme zeta introduit par Stan-
ley [Sta74] et développé par Edelman [Ede80b|]. Le lien entre polynéme zéta et nombres
de Mdbius apparait par exemple dans [Stal2, Prop 3.12.1] pour les posets bornés ou sans
maximum ni minimum (premier et dernier cas de la proposition 2.4.2). Nous étendons ici
doublement ce résultat : a des posets quelconques et au caractere de la représentation (et non
plus uniquement sa dimension). Ce raisonnement apparaissait déja dans [Ogel3a] pour cal-
culer l'action du groupe symétrique sur 1'unique groupe d’homologie non trivial du poset
des hyperarbres.

La formule des traces de Hopf [Wac(07, Theorem 2.3.9] lie les k-chaines et ’homologie du
poset comme suit :

dim P ) dim P )
X(P(V)):= ) (=1)'H;(P(V)) =} (-1)'Ci(P(V)), (24.2)
i=0 i=—1

ott x(P(V)) est une espece virtuelle, c’est-a-dire la différence de deux especes vectorielles.
On appelle x(P(V)) la caractéristique d’Euler généralisée de P(V).

Proposition 2.4.1 ([Dell7]). Les espéces des k-chaines et des k-multichaines, pour k > 1, sont
reliées par :

e si P est borné,
dim P k+1

merv) = 3. (}
Mt 1+2

)Ci(P(V)), (2.4.3)
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* si P n'est pas borné mais a un minimum ou un maximum,

dim P k
MCy(P(V)) = i—; (i+ 1>Ci(P(V)), (2.4.4)
. sinon, .
MCy(P(V)) = d;znép (k : 1)@-(1)(1/)). (2.4.5)

Les membres droits des équations (2.4.3), (2.4.4) et (2.4.5) sont des polynomes en k : ils
sont définis pour tout entier relatif k. Utilisant (') = (—1)/, il en découle de suite :

Proposition 2.4.2 ([Dell7]). La caractéristique d’Euler généralisée du poset P est donnée par :

e si P est borné,
X(P(V)) = MC_(P(V)) (2.4.6)

* si P n'est pas borné mais a un minimum ou un maximum,

x(P(V)) = -MC_1(P(V)) (2.4.7)

' (P(V)) = MCy(P(V)) — 1. (24.8)

Cette derniere proposition est particulierement intéressante quand le poset est Cohen-
Macaulay. En effet, dans ce cas, la caractéristique d’Euler généralisée est, au signe pres, le
caractere pour 'action du groupe symétrique sur 1'unique groupe de (co)homologie non
trivial.

Remarque 2.4.3. La proposition est formulée dans [Dell7] dans le cadre plus général
d’un poset P sur lequel un groupe G agit. Nous la formulons ici dans le cadre du groupe
symétrique dans un souci de simplification.

2.5 Hypergraphes et hyperarbres

La notion d’hypergraphe a été introduite a la fin des années 1980 par Berge [Ber89a]
comme une généralisation des graphes. Un hypergraphe est un couple (V,E) formé d’un
ensemble de sommets V et d’'un ensemble d’(hyper)arétes E, chaque aréte ¢ € E étant un
sous-ensemble de V de taille au moins 2. Les hypergraphes sont a la base des polytopes
d’hypergraphes, une description des nestoedres de Postnikov [Pos09] introduite par Dosen
et Petri¢ dans [DP15]. Nous en rappelons la définition & la section 4.2]avant de présenter les
résultats de [CDO25b] et [CDO25a]| dans les sections [4.4] et [4.5]

Les hyperarbres sont des hypergraphes connexes sans cycles. Les arétes des hyper-
graphes étant des ensembles, on peut les décorer par une espéece ensembliste FF, c’est-a-dire
choisir pour toute aréte e un élément de FF(e). J’ai proposé dans [Ogel3b] un dénombrement
des hyperarbres décorés a 1’aide d"un codage de Priifer.

Etant fixé un ensemble fini V, I’ensemble des hyperarbres sur V est muni d’un ordre
partiel donné par I'inclusion des arétes : un hyperarbre H; est plus petit qu'un hyperarbre
Hj, si les arétes de Hj sont I'union d’arétes de Hj. Le poset des hyperarbres sur V U {0}
est noté HT(V). Ce poset des hyperarbres a été introduit dans [MM96] et étudié plus en
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Ce) Lk
[3X G)
&Y Tad

FIGURE 2.5.1 — A gauche : un hypergraphe, a droite : un hyperarbre

détails dans [Bra+01; MMO04; JIMMO07; JMMO06] et enfin [Ogel3a]. Ce dernier article a mo-
tivé les travaux [DD25b] et [DD25a]. Le poset des hyperarbres est un exemple d’espéce en
posets opéradiques (voir5.7). L'article [Oge13a] a fait le lien entre la structure anti-cyclique
de l'opérade PreLie, c’est-a-dire une action de &,1 sur A" ([n]) et 'homologie du poset
des hyperarbres. Dans ce mémoire, nous nous intéressons uniquement a l’action de &, ce
qui justifie 'ajout d"un sommet 0 sur lequel le groupe symétrique n’agit pas. Le poset des
hyperarbres sur trois sommets est présenté a la figure

2.6 Partitions décorées

Comme précisé en introduction, les posets de partitions et de leurs variantes décorées
sont omniprésents dans mon travail. Ils apparaissent dans [Del17] ot1 j’étudie les posets des
partitions semi-pointées, dans [BDH21|] ot nous généralisons les résultats de Vallette sur
les posets des partitions, dans [DJR22] qui repose sur 1’étude des 2-partitions non croisées,
dans [Del+23] ot1 I'étude des arrangements d’hyperplans se ramene a 1'étude du treillis des
plats qui est un poset des partitions, dans [DD25b|] et [DD25a]] ou1 le poset des partitions
est I’objet terminal de la catégorie des espéces en posets opéradiques. Dans cette section,
nous reprenons les définitions et résultats de la littérature sur ces posets. Nous retardons
a la section 3.2/ la définition de posets des partitions bidécorées qui nécessite une structure
d’opérade et non seulement d’especes. Les exemples présentés ci-dessous sont cependant
tous des exemples de posets des partitions décorés par une opérade.

2.6.1 Partitions d’ensemble

La présentation du poset des partitions d’un ensemble fini non vide E a été faite lors de
lI'introduction (§1.2). Nous rappelons maintenant des résultats classiques sur les posets des
partitions (voir par exemple [Bir40}; Bon+86]) :

Proposition 2.6.1. Soit 7t € T1(E). L'intervalle [0; rt] est isomorphe au poset T1(7t). L'intervalle
[77; 1] est isomorphe au poset [Tper I1(p). La fonction de Mobius est donnée pour 7T < T par

un, (1) = [T (=0 =Y (|p /e = 1)1,

pen
ot p/ T est I'ensemble des parts de T incluses dans p.

La notation p/ T vient du fait qu’on peut le voir comme le quotient de I’ensemble p par la
relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les parts de 7. Par exemple, pour
= {m,m}avec my = {1,3,4,5} et mp, = {2,6} et T = {1y, ™, 13, Ty, 5} avec Ty = {1,4},
= {2,6}, 5 = {3} 7w = {5} et 15 = {6}, nous avons 11 /T = {1y, 13, T4} et /T =
{Tz , 5 }
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2.6.2 Compositions d’ensemble

Une premiere variante du poset des partitions est le poset des compositions d’ensemble.
Une composition (ou partition ordonnée) 77 d’un ensemble fini E est une liste (7, ..., )
telle que 7w = {7y, ..., } soit une partition de l'ensemble E. Une composition 7t est plus
petite qu'une Composmon T si chaque part de 7 est 'union de parts consécutives de T .
On note A%°°TT(E) le poset des compositions de ’ensemble E. Si E est de taille 7, ce poset a
un unique minimum correspondant a la partition en une part, 2" — 2 atomes correspondant
aux sous-ensembles stricts non vides de E (composition de E en 2 parts), et n! éléments
maximaux correspondant aux permutations de E (compositions de E en n parts). Ce poset
apparait notamment comme treillis des faces du permutoedre (ordonnées par inclusion).
Nous le représentons a droite de la figure

2.6.3 Partitions pointées

Une deuxieme variante du poset des partitions est le poset des partitions pointées. Une
partition pointée T* d’un ensemble fini E est une partition 77 = {m1,..., 1} de E munie pour
chaque part 71 d'un élément distingué de 7, appelé pointage. Une partition pointée 7t° est
plus petite qu'une partition pointée 7° si T < T et les pointages de 7 sont des pointages
de 7. On note ITP*™(E) le poset des partitions pointées de 1'ensemble E. Ce poset a été
introduit et étudié dans [CV06]]. Si E est de taille n, ce poset a n éléments minimaux et un
unique maximum. Il est Cohen-Macaulay et son unique groupe d’homologie (la somme des
homologies de ses intervalles maximaux) est isomorphe en tant qu’espece a LA™. D'un
point de vue opéradique, ce poset peut étre vu comme un poset des partitions décorées a
droite par I'opérade Perm (voir 3.2.1). Son homologie est alors donnée par la suspension de
I'opérade PreLie qui est la duale de Koszul de 1’opérade Perm (voir [CV06] et [Val07]).

2.6.4 Partitions semi-pointées

Je présente maintenant les résultats obtenus dans [Dell7] et [Dell5b] qui consistent en
I'étude des posets des partitions semi-pointées. Ces posets sont apparus lors de I'étude des
intervalles dans le poset des hyperarbres [Dell4]. Les posets des partitions semi-pointées
peuvent étre décrits comme des posets des partitions décorées a droite par une opérade
2-colorée, ou en d’autres termes une opérade sur une 2-espéce (voir [VanO4]). Je préfere
néanmoins présenter ici une exposition plus directe et renvoie le lecteur intéressé a [Del17]
pour plus de détails.

Soient E; et E; deux ensembles finis. Une partition semi-pointée 7 de E; et Ep est une
partition de E; LI E; telle que pour toute part p € 7t :

* Sip C Ey, la part p admet un pointage x, (comme dans le cas des partitions pointées
de la section[2.6.3)

¢ Sinon, la part p est ou bien pointée en un des éléments de p N E; ou bien non pointée
(pour unifier les notations, on dira qu’elle est alors "pointée en *").

Une (n, p)-partition semi-pointée est une partition semi-pointée de E; = {1,...,p} et E; =
{p+1,...,n}.Nous noterons en gras rouge I'élément pointé de chaque part (s'il existe). Une
partition semi-pointée 7t est plus petite qu'une partition pointée 7 si 71 < T et les pointages
de chaque part 77, = UP* 1Tj; de 7 sont choisis parmi les pointages de 7j, ..., Tj, .

Exemple 2.6.2. Le poset des (3, 1)-partitions semi-pointées est présenté figure A
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FIGURE 2.6.1 — Poset IT3,;.

Nous notons II(Ey, E;) le poset des partitions semi-pointées sur E; et E et IT,,, :=
IT([n], [p])- Les posets I, , et IT, ,,_1 sont isomorphes aux posets des partitions pointées.
Les intervalles maximaux de I1, ;, dont le minimum m;’p est la partition en une part poin-
tée en un entier i de [n] sont tous isomorphes : on les note Hiz,p' Nous notons aussi IT;, ,
l'intervalle maximal de 11, , dont le minimum n’est pas pointé : il est isomorphe au po-
set II,,. La partition dont toutes les parts sont de taille 1, notée 7g, r,, est le maximum de
I1(Ey, E). Enfin, nous notons T1(Ey, E) et I1,,, les intervalles minimaux contenant respecti-
vement I1(E;, Ep) et I, , c’est-a-dire ces posets augmentés d"un minimum noté 0.

Théoréme 2.6.3 ([Dell7]). Les posets ﬁn,p, IT, , et H%/p sont totalement semi-modulaires donc
Cohen-Macaulay.
Les dimensions des uniques groupes d’homologie de ces posets sont :

T +4-1)! _
dim Hpp5(IT,, ) = (p(pT)!)(P +0)r 1, (2.6.1)
. —— +£—1)! _
dim Hp+g_2(HEluE2,E1) = %(p + l— 1)]9 1. (262)

Théoréme 2.6.4 ([Dell7]). Soit o une permutation du sous-groupe de Young Sg, x &g, avec A; i-
cycles sur Eq et p; j-cycles sur Ep. Le caractere de I'action de o sur la somme des groupes d’homologie

des intervalles maximaux de type H}W est :

(ot B E Dy )

A —1)! _
X H(_l)yl+Al_1%1ylﬂé?l ! (—Dél + ()\1 + ]ll)l) , (2.6.3)
1>2 :

ot oy = Y (A + pin)-
Le caractere de l'action de o sur la somme des groupes d’homologie des intervalles maximaux est :

<(_1)An+yn—1nynlx2n—l (n (k)i + Sk=1A1) (An + pin — 1)!) "

_ —1)!
H (_1)/\]‘1‘“1—1”‘1“?1 1%)\1 [Z(/\l + ]/ll) — [Xl] . (264)
/\1-l|->}l7>0

ot &y = Y n(An + pn), n = min{l|A; +p; > 0}, p est la fonction de Mobius arithmétique,
k = max{p|u(p) # 0et p|n} et 6y_1 est le symbole de Kronecker.
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Nous finissons cette section par une étude de l'algébre de Hopf d’incidence des par-
titions semi-pointées. En effet, les intervalles des posets des partitions semi-pointées se dé-
composent eux-mémes en produit de posets des partitions semi-pointées (voir [Del17]). L"al-
gebre de Hopf d’incidence obtenue peut étre décrite comme suit :

Proposition 2.6.5 ([Dell7]). La duale de I'algebre de Hopf d’incidence L de la famille des po-
sets des partitions semi-pointées est isomorphe a I'algebre de Hopf des polyndmes en les variables
(ai/l) ki>1,5e{0,1} donnée par la composition des paires (F, G) de séries formelles de la forme suivante :

o 1 xk }/l
Fo=Yisor1kag
k

_ 0 x
G =Y 1k0 5T

avec aio =1let a8/1 = 1. Cette algebre de Hopf contient notamment I'algebre de Hopf de Faa di

Bruno.

Cette interprétation permet de calculer le polyndme caractéristique (voir section [2.1.3)
du poset en considérant les caractéres sur cette algebre d’incidence :

Proposition 2.6.6 ([Dell7]). Le polynome caractéristique du poset H}W est donné par :

{
pt=1) (t—p—-OP 2Tt —p—i). (2.6.5)
i=1

Le polyndome caractéristique du poset 1y, est donné par :

{
(t—p—O"'TIt—p—i). (2.6.6)
i=1

Le polynome caractéristique du poset ﬁn,p est donné par :

{ {
tx (t—p—OP ' [[t-p-i)—Q—-p-0F ' TTQA—-p—i). (2.6.7)
i=1 i=1

2.7 Objets de type Catalan

Cette section introduit les objets de type Catalan et les posets associés qui seront géné-
ralisés dans la section Nous commengons par introduire quatre objets comptés par les
nombres de Catalan : les partitions non croisées, les chemins de Dyck, les arbres binaires
plans et les arbres plans. Nous donnons ensuite deux ordres partiels sur ces objets qui sont
des raffinements 1'un de l'autre : 'ordre des partitions non croisées (ou ordre de Kreweras)
et 'ordre de Tamari. Ces ordres seront étendus aux fonctions de parking dans la section 2.8

2.7.1 Partitions non croisées, chemins de Dyck, arbres binaires plans et arbres
plans

Nous commencons par introduire les protagonistes de cette section. Rappelons que si un
arbre est enraciné, chaque aréte a un sommet qui est plus proche de la racine (appelé parent)
et un sommet plus éloigné (appelé enfant). On désigne par fratrie l’ensemble des enfants d'un
sommet. Par ailleurs, un sommet sans enfant est appelé feuille et un sommet avec enfant est
appelé sommet interne.
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Définition 2.7.1. ¢ Une partition 7 = {7y,...,7,} de [n] est non croisée s’il n’existe au-
cuni < j < k < ltelsqueik € m; etj,| € m;, avec iy # i. On note NC, I'ensemble
des partitions non croisées de [n].

* Un chemin de Dyck de longueur 7 est un chemin dans Z? du point (0,0) au point
(n,n) utilisant exactement 1 pas verticaux et n pas horizontaux et restant au-dessus de
la diagonale y = x. On note D, I'ensemble des chemins de Dyck de longueur n.

* Un arbre (enraciné) plan de taille n est un arbre qui a n 4+ 1 sommets, avec un som-
met distingué appelé racine, et dont chaque fratrie est munie d"un ordre total. On note
PT, 'ensemble des arbres plans de taille n. A un ensemble fini E, on peut associer
I’ensemble des arbres plans de taille |E| dont les arétes sont indexées par E. Cette ap-
plication est IPT l’espéce des arbres plans qui vérifie :

PT = Lo (X x PT). 2.7.1)

¢ Un arbre binaire plan est un arbre enraciné plan avec n sommets internes dont chaque
sommet interne a exactement deux enfants. On note PBT,, '’ensemble des arbres bi-
naires plans de taille 7. A un ensemble fini E, on peut associer 'ensemble des arbres
binaires plans de taille |E| dont les sommets internes sont indexés par E. Cette appli-
cation est PBT 1’espece des arbres binaires plans qui vérifie :

PBT = X x (1+PBT)?>. (2.7.2)

Tous ces objets sont en bijection pour n > 1, et comptés par les nombres de Catalan

définis par :
1 2n+1
Cp = 1 ( " ) (2.7.3)

Les especes IPT et PBT sont isomorphes. Une autre espece non isomorphe ayant C,, orbites
est 'espece des fonctions de parking que nous étudierons a la section [2.8.1]

Exemple 2.7.2. Un exemple de partition non croisée, de chemin de Dyck, d’arbre plan et
d’arbre binaire plan en bijection est présenté figure A

e N o

FIGURE 2.7.1 — Une partition non croisée, un chemin de Dyck, un arbre plan et un arbre
binaire plan en bijection.
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2.7.2 Poset des partitions non croisées

Muni de l'ordre de raffinement induit par le poset des partitions I1,, 'ensemble des
partitions non croisées NC,, est un poset (et méme un treillis), défini par Kreweras [Kre72]
et parfois appelé treillis de Kreweras. C’est un sous-poset de I, qui differe de I, pour n > 4.
L’EL-étiquetage de II, rappelé a 'exemple induit un EL-épluchage de NC, qui est

(k)

Cohen-Macaulay. Le polyndme zeta de NC,, est donné par les nombres de Fufi-Catalan C,,” :

Z(NCy k) = P = 1 <k”+1>.

:kn+1 n

En particulier, le nombre de Mébius de NC,, est Z(NC,,, —1) = (—1)""'C,,_1. Le nombre clP
est aussi le nombre d’arbres k-aires avec n sommets internes, ¢’est-a-dire d’arbres enracinés
plans ot chacun des n sommets internes a ki descendants pour un i € IN* dépendant du
sommet interne considéré. En effet, la série génératrice T(z) des arbres k-aires vérifie :

1

T(z) = l——T(z)k

Le nombre d’intervalles dans ce treillis a été calculé par Kreweras [Kre72] de maniere récur-

. £ 1 (3n
sive et est donné par 5. (7).

2.7.3 Treillis de Tamari sur les objets de type Catalan

Le treillis de Tamari a été introduit par Tamari [Tam62]. La bijection de la figure res-
pecte l'ordre de Tamari : les ordres suivants sont donc tous équivalents. Nous les présentons
dans I’ordre historique d’apparition.

Définition 2.7.3. Un arbre binaire plan B couvre un arbre binaire plan A dans le treillis de
E E

Ey
Tamari si il existe dans B un sous-arbre de la forme J/ tel que I’arbre binaire A ne différe
E E

E;
de B qu’en ce sous-arbre ot il vaut “ .

Définition 2.7.4. Un chemin de Dyck B couvre un chemin de Dyck A dans le treillis de
Tamari s’il existe dans B un pas horizontal & précédant un pas vertical tel que A soit obtenu
en intervertissant / et le plus long sous-chemin de Dyck partant de & et restant au-dessus de
la diagonale.

=B

Définition 2.7.5. Une partition non croisée B couvre une partition non croisée A dans le
treillis de Tamari s'il existe dans B une part p nichée directement sous une part p’ telle que
A soit obtenue en :

e fusionnant p et p’ sil’élément de p’ immédiatement & gauche de p est le petit élément
de p/,
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e échangeant p (avec les parts nichées sous p) et 1’élément de p’ immédiatement a gauche

de p sinon.

¢« e Mx'\b . e & e @'_:.\5
b c a d < ab C d
a C d b « a b ¢ d

(©Images d’'Hélene Han)

Le treillis de Tamari est EL-épluchable et donc Cohen-Macaulay [Miih15]. Son nombre
de Mobius est (—1)"~1. Le diagramme de Hasse du treillis de Tamari forme le 1-squelette
de l'associaedre. Le nombre d’intervalles dans le treillis de Tamari a été 1'objet d'une lit-
térature intense dans les 20 dernieres années, notamment du fait de sa connexion avec les
coinvariants "trigonaux", introduits par Bergeron et Préville-Ratelle [BP12], les cartes pla-
naires [BB09|; FP17; Fan18|; Fan21; FH24] et les poissons combattants [DH22]. Ce nombre

: ) 2(4n+1)! Ao Lo o
d’intervalles est donné par % et a été montré via des séries génératrices par Cha-

poton [Cha05], avant d’étre mis en relation avec les intervalles-posets par Chatel et Pons
[CP15]. Le treillis de Tamari sur les objets de Catalan de taille 3 est illustré sur la figure

///; /{\; /y
\H Y\\V/b \%

FIGURE 2.7.2 — Treillis de Tamari de taille 3

N
/

)
E

Remarque 2.7.6. L'ensemble des chemins de Dyck est aussi muni d"un ordre naturel par l'in-
clusion des chemins de Dyck. Le poset obtenu est le treillis de Stanley. L'étude de 'extension
de ce treillis aux fonctions de parking reste ouverte et ne sera pas traitée dans ce manuscrit.

2.8 Fonctions de parking

Dans toute cette section, considérons E un ensemble fini de cardinal n. Je présente ici les
fonctions de parking, et plusieurs objets combinatoires isomorphes tels que les 2-partitions
non croisées, les listes de Dyck, les chemins de Dyck étiquetés et les arbres de parking.
Ces objets peuvent étre munis de deux structures de posets : les posets des 2-partitions
non croisés, introduits par [Ede80a] et étudiés dans [DJR22; DJR20] et les posets de Tamari-
Parking qui ont fait I'objet d’un stage de M2 de mon étudiante, Hélene Han, co-encadrée
par Matthieu Josuat-Verges.
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2.8.1 Généralités sur les fonctions de parking

Les fonctions de parking (ou fonctions de stationnement) sont des objets fondamentaux de
la combinatoire algébrique. Elles ont été introduites en 1966 par Konheim et Weiss [KW66]
pour I'étude de fonctions de hachage compatibles avec les résolutions de collisions par son-
dage linéaire. Elles sont particulierement étudiées pour leur connexion avec les espaces de
coinvariants diagonaux ot elles ont été identifiées par Haiman [Hai%4].

Définition 2.8.1 ([KW66]). Une E-fonction de parking est une application p de E dans [1; |E|]
telle que pour tout 1 < k < |E| :
P ([LA])] > k. (2.8.1)

Sil’ensemble E est muni d'un ordre total, E = v; < ... < v, on peut représenter la fonction
de parking p comme le mot p(vy)...p(v,), noté plus simplement py ... p,. Dans ce cadre,
la fonction de parking est croissante si p; < ... < p,. L'action du groupe symétrique S sur
une E-fonction de parking est induite par 'action de & sur E :

o-p(o) =plc " v), (2.8.2)
qui se réécrit o - p1...pu = Py-1(q) - - - Po-1(n) dans le cadre ordonné.

Remarque 2.8.2. Le nom "fonction de parking" vient de l'interprétation de E comme un en-
semble de voitures, de [1; |E|] comme |E| places de parking numérotées et de p comme une
attribution de places. Chaque voiture rentre a tour de role dans le parking et parcourt les
places de parking par ordre croissant jusqu’a sa place attribuée. Si celle-ci est occupée, elle
continue de parcourir les places par ordre croissant jusqu’a en trouver une libre. Les fonc-
tions de parking sont les fonctions d’attribution de places pour lesquelles toutes les voitures
arrivent a se garer sans avoir a utiliser les places plus petites que leur place attribuée.

Exemples 2.8.3. Par exemple, il y a 1 fonction de parking sur [1] : 1. Il y a 3 fonctions de
parking sur [2] : 11, 12, 21. Il y a 16 fonctions de parking sur [3] : les 6 permutations de 123,
les 3 permutations de 112, 122 et 113 respectivement et la fonction de parking 111. Un autre
exemple de fonction de parking est : 41112712. A

L'ensemble des E-fonctions de parking a pour cardinal (n + 1)"~!. J'aime particuliere-
ment la preuve donnée par Pollak vers 1974 : on ajoute une place de parking 0 et on se place
dans Z/(n + 1)Z. Les fonctions de parking sont alors les fonctions telles qu’il n’y a aucune
voiture sur la place 0. Si E est ordonné, 1'ensemble des fonctions de parking croissantes a
pour cardinal C,, le n-ieme nombre de Catalan (voir équation (2.7.3)). Plusieurs bijections
sont connues entre fonctions de parking sur E et arbres de Cayley sur E U {x}, qui peuvent
étre vus comme des foréts d’arbres de Cayley sur E (voir [YanO1]). D'un point de vue repré-
sentation du groupe symétrique, ces deux objets sont pourtant bien différents, comme nous
le développerons dans la section[2.8.2] La généralisation des fonctions de parking a d’autres
groupes de réflexions finis a donné lieu a la théorie des espaces de parking d’Armstrong,
Reiner et Rhoades [ARR15; Rho14] que nous rappelons dans cette méme section.

Nous finissons cette section en donnant plusieurs objets combinatoires dont les especes
sont isomorphes a celles des fonctions de parking : les listes de Dyck, les 2-partitions non
croisées et les chemins de Dyck étiquetés. Commencons par définir chacun de ces trois ob-
jets :

Définition 2.8.4. Soit E un ensemble fini de cardinal n. Une composition faible de I’ensemble
E est une liste (Eq, ..., E,) d’ensembles deux a deux disjoints, possiblement vides, tels que
E = | |i_; E;. Une liste de Dyck est une composition faible d’ensemble vérifiant

V1<i<n,| u;i:1 Ej| >i (2.8.3)
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Exemples 2.8.5. L'exemple suivant est une liste de Dyck de [1;8] :
({2,3,4,7},{5,8},9,{1}, 2,2, {6}, 9).

La composition d’ensemble ({2,7},@,{1},2,{5,6},{3,4,8}, 2, ) n’est pas une liste de
Dyck. A

Les 2-partitions non croisées ont été introduites par Edelman dans [Ede80a]. Leur nom
vient de la définition originale comme un triplet formé d’'une partition, d"une partition non
croisée et d'une bijection entre les parts des deux types de partition. Nous avons montré
dans [DJR22] la définition équivalente suivante :

Définition 2.8.6. Une 2-partition non croisée de E est un couple (71, 0), ol 7T est une partition
non croisée de taille n et o est une permutation de &, telle que (i) < ¢(j) pour tous i < j
dans la méme part de 7.

Exemples 2.8.7. Nous listons ci-dessous I'ensemble des {1, ..., n}-partitions non croisées :

e o o o
.12 21 12

* Pourn =2 / ,

e Pourn=3:123 132 213 231 312 321
MNe NV o Yo 0N 0V 0N 70N
t123 132 231 123 213 312 132
TN SN Y
123 213 123
Un exemple d'une 2-partition non croisée sur [[1; 8] est :

S~ D~
25813467
A

Définition 2.8.8. Un chemin de Dyck étiqueté par E est un chemin de Dyck de (0,0) a
(|E|, |E]) dont les suites de k pas montants consécutifs sont indexées par un sous-ensemble
de E de taille k, chaque élément de E étant utilisé exactement une fois.

Exemples 2.8.9. Nous listons ci-dessous 1'ensemble des {1, ..., n}-chemins de Dyck étique-
tés:

e Pourn =2: 1 , 2 5 th2h .
3[7 2] Nkl

2[
e Pourn =3: 1r
[ , o
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Un exemple de chemin de Dyck étiqueté par [1; 8] est :

{5,8

{2,3,4,7}

A

Proposition 2.8.10. Les fonctions de parking, les 2-partitions non croisées et les chemins de Dyck
étiquetés sont en bijection avec les listes de Dyck et ces bijections préservent I'action du groupe symé-
trique.

Démonstration. * Fonctions de parking < compositions faibles
La bijection entre fonctions de parking et compositions faibles est obtenue en considérant
le n-uplet (p~1(1),...,p~(n)), pour toute fonction de parking p.

¢ 2-partitions non croisées <> compositions faibles

A = {(T(B) s% i = min(B) pour B € 7, (2.8.4)
%] sion.
¢ Chemins de Dyck étiquetés <+ compositions faibles
A; est 'ensemble des étiquettes des pas montants d’abscisse i. O

Exemple 2.8.11. Ces bijections envoient la 2-partition non croisée de I'exemple sur la
fonction de parking de I’exemple la composition faible de 'exemple et le chemin
de Dyck étiqueté de I’'exemple A

2.8.2 Arbres de parking et espaces de parking

Détaillons maintenant 1’action du groupe symétrique sur les fonctions de parking. De
nombreuses bijections sont connues entre les fonctions de parking et les foréts d’arbres de
Cayley (ou de maniere équivalente des arbres de Cayley avec un symbole supplémentaire).
Cependant, les espéces correspondantes ne sont pas isomorphes. En effet, les tailles des or-
bites de I'action du groupe symétrique sur les fonctions de parking et sur les foréts d’arbres
de Cayley ne coincident plus a partir d'un ensemble de taille 3 : il y a deux orbites de taille
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Fonctions de parking Arbres de parking Foréts d’arbres de Cayley

O @ 6

111

123,132,213,231,312,321

122,212, 221 %

(s
%% R
TEEEIRNY

FIGURE 2.8.1 — Orbites (une par case) pour l'action du groupe symétrique sur les fonctions
de parking (a gauche en termes de mots et au centre en termes d’arbres) et pour les arbres
de Cayley (a droite).
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6 dans les foréts d’arbres de Cayley et une seule dans les fonctions de parking. Ces orbites
sont détaillées sur la figure

De maniere équationnelle, I’espece des fonctions de parking, décrite ci-dessous en termes
d’arbres de parking, Py vérifie :

+o00
Pf = Z]Ek X (1 -I-Pf)k,
k=1

ou Ej est I'espece des ensembles de taille k qui vaut K si son argument est un ensemble de
taille k et {0} sinon.
L’espece des foréts d’arbres de Cayley FA vérifie :

FA =E" o (X x (1+FA)),

ot ET = Y1 E est ’espéce des ensembles non vides.
Notez que ces deux équations fonctionnelles se réécrivent en termes de séries généra-
trices :

400 xk .
Cpf :kZlF X (1+C7)f)

= exp <x(1 + Cp},))

Ce qui permet de retrouver le fait que ces deux especes ont des espaces vectoriels sous-
jacents de méme dimension.

Définition 2.8.12 ([DJR22]]). Un arbre de parking sur 'ensemble E est un arbre enraciné plan
T vérifiant :

* les sommets de T sont étiquetés par des sous-ensembles (éventuellement vides) de E.
L’ensemble des étiquetages non vides forme une partition de E.

¢ chaque sommet a autant d’enfants que le cardinal de son étiquette.
Notez qu'un arbre de parking sur E a |E| arétes et |E + 1| sommets.

Exemples 2.8.13. Nous représentons ci-dessous les arbres de parking sur {1}, {1,2} et
{1,2,3}. Les feuilles sont laissées blanches et non entourées :

6 533 W BBEY S
P98 EE0000
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(5) ()
G12) (7), (3480 o
@ 265129107113 4 1 8 1211010327101112

FIGURE 2.8.2 — Trois représentations du méme élément : comme un arbre de parking, comme
une 2-partition non croisée et comme une fonction de parking

Lemme 2.8.14. Les arbres de parking et les fonctions de parking sont en bijection et cette bijection
préserve 'action du groupe symétrique. Nous appelons espéce des fonctions de parking (ou es-
pece de parking), notée Py, I'espece qui associe a un ensemble fini E I'ensemble des arbres de parking
sur E.

Esquisse de la bijection. Un parcours préfixe d'un arbre de parking donne une composition
faible. Le fait de rester dans l’arbre assure la condition de parking (Zﬁ-‘zl |A;| > k). Le cas
d’égalité est atteint pour les sommets sur la branche la plus a droite, c’est-a-dire sur le che-
min entre la feuille la plus a droite et la racine. O

Exemple 2.8.15. L'arbre de parking associé a la partition non croisée de 1'exemple (2.8.7) est :

A

Nous avons vu dans la section que les arbres binaires plans sont des objets de Cata-
lan. Le lecteur attentif aura peut-étre remarqué que nous n’avons pour l'instant pas évoqué
de bijection entre arbres binaires plans décorés par E et E-fonctions de parking. Remédions-y
sitot :

Proposition 2.8.16. Il y a une bijection entre les fonctions de parking et les arbres binaires dont les
sommets internes sont décorés par E avec une décoration croissante sur les enfants gauches.

Esquisse de preuve. Fusionner les enfants gauches avec leur parent permet de retrouver les
arbres de parking. O

Exemple 2.8.17. Les arbres binaires décorés associés aux fonctions de parking des exemple

et figure sont représentés figure A

L’action du groupe symétrique sur les arbres de parking coincide avec celle sur les es-
paces de parking associés au groupe symétrique de Armstrong, Reiner et Rhoades [ARR15].
Le caractére associé est donné par o — (1 + 1)?(?)~1 011 z(¢) est le nombre de cycles de o.
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/
~

\/\/ \/
8 1 12
\/ \6/
A \7/ \1{ \8/\1/
V/\/ VAVAY.
@ (6) 4\3/6 @ 7) @ 10\9/7 N/

3
FOR S TR Ny
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FIGURE 2.8.3 — Arbres de parking et arbres binaires croissants associés 241112712 (a
gauche) et 1211010327101 11 2 (a droite).

2.8.3 Posets des 2-partitions non croisées
Définition du poset

A 'ensemble des E-partitions non croisées est associé un poset *I1 introduit par Edel-
man [Ede80a] en 1980, comme une variante du poset des partitions non croisées introduit
par Kreweras [Kre72] (voir la section[2.7.2). Notons qu'il apparait aussi implicitement dans
[Rhol4]. Quand E = [1; 1], nous noterons simplement 11, pour 2T1g.

L'ordre partiel du poset est donné par (7r,0) < (7, T) si et seulement si 7 < 7’ pour
l'ordre des partitions non croisées (cf. 2.7.2), c’est-a-dire que toute part de 7 est 'union de
parts de 77/, et si pour toute part p de 77, T(p) = o(p). Par exemple,

15612237 4891011 265129107113 41

Proposition 2.8.18 ([Ede80al]). Le poset 211, est gradué : le rang de (7t,0) est |7t| — 1. Il a un
unique minimum 0, dont la part non croisée sous-jacente a une seule part. Il a n! éléments maximaux,
ceux associés a la partition non croisée dont toutes les parts sont de taille 1.

En particulier, les intervalles maximaux de %I, sont tous isomorphes au poset des par-
titions non croisées NC,,. Ainsi, 2IT,, peut étre vu comme n! copies de NC,, s’intersectant de
manieére non triviale.

Proposition 2.8.19 ([Ede80al)). Pour tout (rtr,0) € *I1,, I'intervalle [0,,; (7t,0)] est isomorphe au
produit Z\]Ci1 X Z\TCZ'2 X oo NCZ-k.
et I'idéal au-dessus de I'élément (7t,0) est isomorphe a *T1;, x 2IT;, x -+ x 2T

s ol il,iz, .. .,ik
sont les tailles des blocs de 7t.

Considérons maintenant le poset borné 2IT, obtenu en ajoutant un élément maximal 1
a 2I1,. Tout semi-treillis borné est un treillis : pour montrer que le poset est un treillis, il
suffit donc de montrer l'existence de bornes supérieures (joins en anglais). En donnant une
description explicite de ces bornes supérieures, nous obtenons :

Proposition 2.8.20 ([DJR22]). Le poset 2/l:[n est un treillis.

Nous avons de plus introduit une variante de I’épluchabilité, présentée a la section[2.2.2]
pour étudier la topologie de ce poset :
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FIGURE 2.8.4 — Relations de couverture dans le poset des 2-partitions non croisées en termes
d’arbre de parking.

Théoréme 2.8.21 ([DJR22]). Le poset 2/I:In est épluchable et donc Cohen-Macaulay.

Remarque 2.8.22. Il semble qu’il n’y ait pas de facon claire et simple de décrire la structure
de poset de 2T, directement en termes de mots p; ... p, comme dans la définition m
En effet, la relation de couverture est obtenue en considérant une lettre qui apparait au
moins deux fois et en 'augmentant. La principale difficulté consiste a décrire I'ensemble des
valeurs que cette lettre peut prendre en augmentant.

Nous finissons ce paragraphe en décrivant les relations de couverture en termes d’arbres
de parking. C’est la description que nous utilisons pour obtenir les formules d’énumérations
de chaines. Rappelons d’abord que 1’on appelle branche droite le chemin de la feuille la plus
a droite d'un arbre a sa racine. Partant d"un arbre de parking U, un autre arbre de parking T
tel que T < U est obtenu a partir de U par la suite d’opérations suivantes, représentées sur

la figure :

¢ On choisit un sommet non vide A1, et on note Sy, ..., S; les enfants de A1, en les énu-
mérant de gauche a droite.

* On choisit un p dans [1; k] et un sommet non vide A; sur la branche droite de I'arbre
enraciné en S,

* On coupe le sous-arbre enraciné en A; et on ajoute les étiquettes de A, a celles de
Ai. Notant Fy,...,F les enfants de Aj, les enfants du nouveau sommet A; U A,
sont de gauche a droite : Sy,...,S5p, F,..., F,Sp11,... S si Az est différent de S et
Sq,.. .,Spfl, g,k,...,F, SP+1’ ... Sk sinon.

Enumération des chaines

La motivation principale pour compter les chaines est le lien entre les nombres de chaines
et1’homologie du poset, comme expliqué a la section[2.4] Pour ce faire, nous utilisons la théo-
rie des especes. Nous appelons k-multichaines d’arbres de parking sur E le k-uplet (ay, ..., ai)
ol les a; sont des E-arbres de parking et a; < a;,1. L'espéce qui associe a un ensemble fini E
I’ensemble des k-multichaines d’arbres de parking sur E est notée Cy .

Théoreme 2.8.23 ([DJR22]). Nous avons :

Cre =Y, Cpy, ¥ (tChs + 1), (2.8.5)
p=1
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FIGURE 2.8.5 — Le poset des 2-partitions non croisées sur un ensemble a trois éléments en
termes d’arbres de parking.

©,

® ©
oSO o W I
(1) -/ < W

FIGURE 2.8.6 — Un 3-arbre de parking correspondant a la 3-fonction de parking
112 18 7 6 13 et la chaine associé¢ dans le poset 2I1;.
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ot Cf_llt(E) = (5|E|':ka_1,t(E') pour tout ensembleﬁni E.
En termes de séries génératrices, cela se traduit en :

Ck,t = Ck—l,t O (x (tCk’t + 1)) . (286)

Notez que comme 1'équation fonctionnelle est écrite en termes d’espece, il serait théori-
quement possible de trouver une formule pour le caractere de I’action de &, sur les chaines
décrites ci-dessus. Nous nous bornerons dans ce paragraphe a des résultats énumératifs.

Corollaire 2.8.24 ([DJR22]]). La série génératrice des k-multichaines dans le poset des 2-partitions
non croisées satisfait :

l I k
Chy=exp (x (tCh+1)" ) —1. (2.8.7)

D’apres l'équation (2.8.7), C!, est I'inverse compositionnel de In(1 + x) (1 + tx) ¥, En
utilisant le théoreme d’inversion de Lagrange, il est possible d’extraire les coefficients de la
série et nous obtenons :

Corollaire 2.8.25 ([DJR22]). Le nombre de chaines ¢1 < ... < ¢y dans °T1,, oit tk(¢y) = £ est :

0 (kg) Sa(m, 0 +1). (2.8.8)

Nous donnons dans [DJR22] une preuve bijective de ce corollaire en utilisant la notion
de k-arbres de parking, qui sont aux k-fonctions de parking ce que les arbres de parking sont
aux fonctions de parking.

Définition 2.8.26 ([DJR22]). Un k-arbre de parking sur un ensemble E est un arbre enraciné
plan T tel que :

* les sommets de T sont étiquetés par des sous-ensembles (éventuellement vides) de E.
L’ensemble des étiquetages non vides forment une partition de E.

¢ tout sommet a k fois plus d’enfants que le cardinal de son étiquette.

Yan [Yan(l] a introduit une variante de la notion de fonction de parking appelée k-
fonction de parking.

Définition 2.8.27. Une k-fonction de parking de longueur n est un mot wy . .. w, sur l’alpha-
bet IN*, tel que pour toutj € [L;n], [{i : w; <k(j—1)+1} > .

Iy a (kn +1)""! fonctions de parking de longueur n. Nous donnons maintenant 1’ana-

logue du lemme 2.8.14

Lemme 2.8.28 ([DJR22]). Il y a une bijection entre k-arbres de parking sur [1; n] et k-fonctions de
parking de longueur n, qui préserve l'action du groupe symétrique.

Nous retrouvons le corollaire illustré par la figure en établissant une bijection
entre k-chaines dans le poset ?I1, et k-arbres de parking sur [1;7]. La formule énumérative
est ensuite obtenue en comptant les k-arbres de parking via un codage de Priifer. De maniere
claire, la formule permet de retrouver le résultat suivant de [Ede80a], pour k = 1.
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Proposition 2.8.29. [Ede80a|; |DJR22|] Le nombre d'éléments de rang ¢ dans T1,, appelé (-ieme
nombre de Whitney de seconde espéce, est

W, (3I1,,) = ¢! <’Z) Sa(n, £ +1), (2.8.9)
oit Sp(n, k) est le nombre de Stirling de seconde espece.
Pour k = —1, nous obtenons les nombres de Whitney de premicre espéce de I1,, :
A n+t—1
o)=L pl0g) =" T s+

$E2T,, tk(Pp)=¢
Utilisant les résultats de [Del17, Proposition 1.7], nous obtenons :

Théoreme 2.8.30 ([DJR22]). Le caractere pour I'action du groupe symétrique &, sur l'unique
groupe de cohomologie réduite non trivial H"~2(2I1,) est donné par :

o (=1)"H) (n —1)70)1, (2.8.10)

Notons que le calcul du caractere sur les k-multichaines (ou de maniere équivalente sur
les k-fonctions de parking) figurait implicitement dans le travail de Rhoades [Rho14, Sec-
tion 8].

Corollaire 2.8.31 ([DJR22]). Le nombre de Mobius de 2T1,, est ‘u(z/ﬁn) = (-1)*"(n—1)""L

2.8.4 Posets de Tamari-parking

Apres avoir présenté le treillis de Tamari-parking, je présente dans cette section les ré-
sultats obtenus par Hélene Han, en stage de M2 co-encadré par Matthieu Josuat-Verges au
printemps 2024.

Etant donné E un ensemble fini de taille 7, le treillis de Tamari-Parking est obtenu en
transportant sur les chemins de Dyck étiquetés par E 1'ordre de Tamari défini sur les che-
mins de Dyck de taille n. Si deux suites de pas montants se retrouvent a la méme abscisse,
leurs ensembles d’étiquettes fusionnent. Les relations de couverture de ce poset en termes
d’arbres de parking sont représentées sur la figure En toutes lettres, elles s’écrivent
comme suit :

Définition 2.8.32. Un arbre de parking T est couvert par un arbre de parking S s’il existe un
noeud V (étiqueté par {vy,...v;}) de S de parent P (étiqueté par {p1,...px}) tel que T est
obtenu a partir de S selon les régles suivantes

* si V est I'enfant le plus a gauche P, on coupe l'enfant le plus a droite R de V' et on
fusionne le nceud V et le nceud P. Les enfants de V' U P sont alors, de gauche a droite,
les enfants de V, R et les enfants de P.

* si V aun frére F; directement sur sa gauche, on coupe 1’enfant le plus a droite R de V,
on greffe V sur la feuille la plus a droite de F; et on greffe R a ’ancienne place de V.

La définition de ce poset en termes de listes de Dyck est la suivante :

Définition 2.8.33 ([Han24]). Soient deux listes de Dyck de méme longueur C := (Cy,Cy, ..., Cy)
et E := (Ey,Ep, ..., E,). La liste de Dyck E couvre la liste de Dyck C s'il existe i et r dans
[1,n — 1] tels que
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FIGURE 2.8.7 — Relations de couverture du poset de Tamari-Parking en termes d’arbres de
parking

. Z;(Z B =retVl <, Z;;f. 41 |Ex| > £ (condition du premier retour a la diagonale

eni-—+r),

Vk e [1,i+ 1] U [i +r+1,n], Cx = Ex (localité de la relation),

C; = E; U E;;1 (fusion de deux colonnes/nceuds),

Vk € [i+1,i+r—1],Cx = Exy1 (décalage des enfants),
¢ C;., = & (création d'une feuille/une colonne vide).

On note TPr le poset de Tamari-Parking sur les chemins de Dyck étiquetés par E. Ce
poset a un unique élément minimal et |E|! éléments maximaux. Chacun de ses intervalles
maximaux est isomorphe au treillis de Tamari. Ce poset est apparu de maniére indépen-
dante dans le travail de Bouvel, Ferrari et Tenner [BFT24]]. Nous notons TT’E le poset obtenu
en ajoutant un maximum a TPg. Bousquet-Mélou, Chapuy et Préville-Ratelle [BCP13] ont
compté les intervalles du treillis de m-Tamari étiqueté. Pour m = 1, ces intervalles sont les
classes d’intervalles du treillis de Tamari-Parking quotienté par la relation [a, b] ~ [a,c] si et
seulement si les chemins de Dyck étiquetés b et c ont le méme chemin de Dyck sous-jacent.
En d’autres termes, Bousquet-Mélou, Chapuy et Préville-Ratelle ne considérent un étique-
tage que sur le minimum de l'intervalle considéré. En utilisant les bijections de la section
on peut exprimer le poset de Tamari-Parking en termes de 2-partitions non croisées,
de listes de Dyck et d’arbres de parking. Je le représente en termes d’arbres de parking a la
tigure J’ai conjecturé le résultat suivant en le testant jusqu’a n = 6 avec Sage :

Conjecture 2.8.34. Le poset de Tamari-Parking TP, est Cohen-Macaulay. Son complexe
d’ordre est homotope a une sphere de dimension n — 2.

Han [Han24] a prouvé le premier résultat suivant grace a un algorithme d’Euclide pour
le calcul de la borne inférieure, adapté de celui de Friedman et Tamari [FT67] :

Proposition 2.8.35 ([Han24]). Le poset de Tamari-Parking TP, est un treillis.
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FIGURE 2.8.8 — Treillis de Tamari-Parking sur {1,2,3} (I’aréte en pointillés de gauche se
recolle avec celle de droite)

Nous avons ensuite poursuivi le stage de Han sur 1'étude des preuves du caractere
Cohen-Macaulay du treillis de Tamari de la littérature [BS97; Miih15]. En raisonnant par
I’absurde, Han a montré le résultat suivant :

Proposition 2.8.36 ([Han24])). Le poset de Tamari-Parking TP, n'est ni CL- ni EL-épluchable.

L’étude des treillis de Tamari-Parking n’est qu’a son début et plusieurs avenues de re-
cherche y sont reliées. Nous les détaillons au chapitre[6]






CHAPITRE 3

Opérades, monades et bigébres combinatoires : aspects
algébriques

3.1 Lesopérades, des monades comme les autres?

La notion d’opérade a été introduite au tournant des années 1970 par May [May72] et
Boardman-Vogt [BV68|;[BV73] en topologie algébrique, pour caractériser les espaces de lacets
itérés. Le nom "opérade" a été introduit par May comme un mot-valise pour "opérations" et
"monades", les opérades formant un type particulier de monades (au sens de la théorie des
catégories), comme je le détaillerai dans la suite.

Commengons d’abord par nous attarder sur la notion de monade. Cette notion appa-
rait a la fois en théorie des catégories et en sémantique des langages de programmation.
Je commencerai ici par détailler la définition plus pratique avant de donner la définition
catégorique, plus formelle. Les monades sont apparues en sémantique des langages de pro-
grammation dans les travaux précurseurs de Mulry [Mul98; Mul92] et ont été développées
par de nombreux auteurs depuis lors [JP03; Mos11; OPM14; FKM16/; Tas18|; (CT20}; [ HT21];
KS23]. Cette construction a rapidement été mise en ceuvre dans des langages de program-
mation fonctionnelle. Rappelons que la programmation fonctionnelle est un paradigme de
programmation qui repose sur 1'utilisation de fonctions, par opposition a la programmation
orientée objet qui repose sur la création et la manipulation d’objets, et la programmation
impérative qui repose sur une suite d’instructions. Les langages de programmation fonc-
tionnelle trouvent leur origine dans le lambda-calcul et la logique (et la théorie des caté-
gories). Donnons maintenant un exemple concret de monade. Pour obtenir un programme
complet, il est courant de vouloir appliquer des fonctions a des fonctions, ce qui n’est pos-
sible que si le type de sortie de la premiére fonction correspond au type d’entrée de la
deuxiéme. A titre d’exemple, imaginons vouloir définir la fonction "inverse"qui a un en-
tier n associe son inverse 1. Tout étudiant de premiere année sera capable de dire que la
composée d’"inverse"avec elle-méme donnera l'identité. La subtilité que les compilateurs
leur rappellent souvent est qu’on ne peut pas diviser par zéro. En appliquant "inverse"a un
entier 1, il y a donc deux résultats possibles : un entier ; ou une exception "on ne peut pas
diviser par zéro". Les monades permettent de prendre en compte cela et de composer des
fonctions générant des exceptions ou des effets de bord. De maniére formelle, une monade
pour un langage de programmation est une structure de programmes dans laquelle une
partie des valeurs retournées est englobée dans un type pour pouvoir étre réutilisée dans un
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autre programme. L'élément clé de cette notion est la maniere dont deux appels successifs
vont se comporter, notamment comment les informations issues du premier appel seront
traitées dans le second appel. L'utilisation de monades a été popularisée par le langage de
programmation Haskell et est maintenant utilisée dans la plupart des langages de program-
mation tels que C/C++, Java, Javascript, OCaml, Python et Ruby. Une derniére anecdote
intéressante : le langage Haskell tient son nom du logicien Haskell Curry, a l'origine de la
correspondance de Curry-Howard-Lambek [Cur42; How80|; Lam68|; Lam69] dans le cadre
de la logique combinatoire, qui établit I’équivalence entre une preuve, un programme et un
foncteur dans une catégorie. Cette correspondance me tient particulierement a coeur puisque
c’est le paradigme sur lequel le pdle PPS (Preuves, Programmes, Systemes) de 1'IRIF, auquel
appartient ’équipe Algebre et calcul, s’est bati.

D’un point de vue formel, une monade est une construction catégorique se comportant
comme un monoide dont elle tire son nom. Etant donnés une catégorie C et un endofoncteur
T : C — C, une monade est une loi de composition p : To T — T associative, c’est-a-dire
que po (p®idr) = po (idr @ u). Notez qu'une monade possede aussi une transformation
naturelle du foncteur identité de C dans T, que nous omettons. Par exemple, considérons la
catégorie des ensembles Set et 'endofoncteur IP qui a un ensemble E associe 1’ensemble de
ses parties P (E). La monade des puissances (power set monad) est la transformation naturelle
PoP — IP qui associe a un ensemble {Vj, ..., V;} de sous-ensembles (non nécessairement
disjoints) de E son union U¥_ V.

3.1.1 Opérades algébriques classiques

Dans les années 1990, une variante des opérades, appelée opérade algébrique, a fait son
apparition, avec de nouvelles applications algébriques. Cette introduction a été suivie d'une
explosion du nombre de travaux reliés aux opérades, caractérisée de "Renaissance des opé-
rades" [Lod96; LSV97]. Nous ne donnerons dans cette section qu'une présentation synthé-
tique de ce sujet. Le lecteur curieux pourra se référer a [LV12] pour un traitement plus dé-
veloppé. Notez que nous nous intéressons particuliérement dans ce manuscrit a I’action du
groupe symétrique et laisserons donc de c6té les opérades non-symétriques, dont un traite-
ment développé pourra étre trouvé dans [Girl8].

Définition 3.1.1 ([LV12], 5.2.1). Une opérade (algébrique symétrique) ensembliste (resp. vecto-
rielle) A = (A, y,v) est un monoide dans la catégorie des espéces ensemblistes (resp. vec-
torielle). C’est une espece A munie d'une transformation naturelle v : Ao A — A, appe-
lée composition et d’une transformation naturelle 7 : I — A, appelée unité, satisfaisant les
axiomes d’associativité et d'unité :

y(yold) = y(Idoy) et y(n oId) = y(Id oy). (3.1.1)

Etant donnés deux ensembles finis disjoints V et W, et un élément v de V, on peut aussi
définir une composition partielle o, : A(V) ® A(W) — A(VUW \ ).

Nous noterons A(n) pour A([n]). Dans tout ce mémoire, nous supposerons A(n) fini
(resp. de dimension finie).

Les opérades algébriques ont été introduites pour 1’étude des types d’algebres, c’est-a-
dire des algebres sur une opérade A fixée.

Définition 3.1.2 ([LV12], 5.2.3). Une algebre sur une opérade A est un espace vectoriel A
muni d'un morphisme &,-équivariant m’y : A(n) ® A®" — A, compatible avec les mor-
phismes 7 et 7y de la structure opéradique. L'algebre libre sur une opérade A sur 1'espace
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des générateurs V est définie par

AWV) =P An) ®s, V", (3.1.2)
n=1
ou - (vy,...,04) := (00_1(1), .. .,vg_l(n)). Le foncteur de Vect dans Vect qui a un espace

vectoriel V associe A (V) est appelé foncteur de Schur.

Définition 3.1.3 ( [LV12], 5.7.1). Une coopérade C* = (C*, A, ¢) est une espece C*, munie
de deux transformations naturelles A : C* — C*oC* et ¢ : C* — I (counité) qui satis-
font des axiomes de coassociativité et de counitalité. Quand C est une opérade, C*(n) =

Hom(C(n),K), munie de la représentation duale, est une coopérade, appelée la coopérade
duale de C.

Définition 3.1.4 ([LV12], 5.7.3 et 5.7.4). Une cogebre sur une opérade C est un espace vectoriel
C muni d’un morphisme &,-équivariant 7. : C(n) ® C — C%", compatible avec la structure
d’opérade de C. La cofiltration F;,C est, pour tout C*- cogebre C :

FaC={xe€C|Vp>nVseCC(p)dx)=0}.

L'espace vectoriel F1C est I'espace vectoriel des éléments primitifs, aussi noté Prim(C). Une
C*-cogebre C est conilpotente si C = U,>1F,C. La cogebre (conilpotente) libre sur 1'opérade
C, qui a V comme espace des primitifs, est :

C*(V) =P C*(n) ®s, V" (3.1.3)
n>1
Exemples 3.1.5. ¢ L'opérade (E™, ), ol 1y est 'application qui transforme un ensemble

d’ensembles {Ej, ... E;} en un ensemble UY_ E;, est 'opérade commutative Comm qui
encode les algebres associatives et commutatives.

e L'opérade (LT, ), ou vy est 'application qui transforme une liste de listes (L, ... L)
en une liste obtenue par la concaténation des L;, est 'opérade associative Assoc qui
encode les algebres associatives.

¢ ['opérade dont I'espéce sous-jacente est 1’'espece Lie est I'opérade Lie qui encode les
algebres de Lie.

e L'opérade (E°®, ), ou 7 est I'application qui transforme un ensemble pointé d’en-
sembles pointés {Ey,...Ex}, pointé en E;, en un ensemble pointé Ui-‘zlEi, pointé au
pointage de E1, est 'opérade permutative Perm introduite par Chapoton [Cha01]. Elle
encode les algebres permutatives, c’est-a-dire munies d"un produit binaire * associatif
et satisfaisant x x y %z = x x z % .

¢ Il y a deux opérades dont I'espece sous-jacente est A : 'opérade PreLie introduite par
[CLO1] et I'opérade NAP introduite par [Liv06]. La différence entre ces deux opérades
se trouve dans la composition opéradique v, représentée sur un exemple sur la figure

B11
A

La suspension des séries indicatrices de cycles est issue d"une suspension définie au ni-
veau des espaces vectoriels gradués :
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FIGURE 3.1.1 — Composition opéradique pour l'opérade pré-Lie (a gauche) et NAP (a
droite).

Définition 3.1.6. [LV12, p159] Une espece (vectorielle) graduée est un foncteur G : Bij — grVect,
a valeurs dans la catégorie des espaces vectoriels gradués. A toute espéce vectorielle IF peut
étre associée une espece graduée [F¢, concentrée en degré 0, c’est-a-dire que pour tout j € Z,
(IFgr)]. (E) = d;—oF(E) pour tout ensemble fini E.

La suspension d"une espéce graduée G est I'espece graduée sG vérifiant sG, = G, 1.

La désuspension d’une espece graduée G est 'espece graduée sG vérifiant sGp = Gp 1.

Ce décalage de degré se traduit au niveau des calculs par un signe. Quand on oublie la
graduation, les signes obtenus correspondent a la suspension des espéces. Nous renvoyons
a [LV12] pour plus de détails a ce sujet.

3.2 Opérades et posets

3.2.1 Partitions (bi)décorées par une opérade

Les partitions décorées par une opérade ont été introduites par Méndez et Yang [MY91].
Vallette a étudié dans [Val07] leur lien avec la dualité de Koszul des opérades. Nous en
présentons ici une généralisation, les partitions décorées de Vallette correspondant a ce que
nous appelons partitions décorées a droite dans ce qui suit.

Définition 3.2.1. Soient P et Q deux opérades ensemblistes connexes (P(2) = Q(Q) = &
et P({s}) = Q({s}) = {s}). Une partition (P, Q)-décorée (ou bidécorée) d'un ensemble E
est un triplet (77,7 & &) ot1 7 est une partition de E, P& est un élément de P(7r), et ¢< est
une collection d’éléments de ¢2 € Q(T) pour T € 7. Nous notons PIT¢(E) I'ensemble des
partitions (P, Q)-décorées de E.

Remarque 3.2.2. Nous avons I'égalité d’especes : PT1¢ = P o Q.

’ensemble des partitions (P, Q)-décorées peut étre muni d"un ordre partiel : (77, P&, &) <
(1,%n,1n9) si et seulement si

* 71 < T en tant que partition

e pour toute part p de 71, il existe un élément "y, € P (7). Ces éléments vérifient

P,7 —P&o (PW)

pemn

e pour toute part p de 71, il existe un élément yg € 9(1),) tel que

&8 =ugo (n2)

l’ETlp
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FIGURE 3.2.1 — Le poset ASS°TTNAP({1,2,3})

Muni de cet ordre, le foncteur qui a un ensemble fini E associe le poset PTI2(E) est une
espece en poset opéradique comme définie a la section[5.2|

Exemple 3.2.3. Le poset A5°TINAP({1,2,3}) est représenté sur la figure[3.2.1} A

Nous présentons maintenant deux cas particuliers de partitions (P, Q)-décorées : les par-
titions (P, Comm)-décorées, que nous appelons partitions P-décorées a gauche, et les par-
titions (Comm, Q)-décorées, que nous appelons partitions Q-décorées a droite. Ces noms
viennent du fait que 1’'espéce des partitions P-décorées a gauche est P o Comm, avec P a
gauche et I'espece des partitions Q-décorées a droite est Comm 0 Q, avec Q a droite.

Partitions décorées a gauche

Définition 3.2.4. Une partition P-décorée a gauche d’un ensemble E est une partition
(P,Comm)-décorée de E, c’est-a-dire un couple (71,§) olt 7T est une partition de E et
& € P(7). On note PTI(E) 'ensemble des partitions P-décorées a gauche de E.

Pour l'étude des posets des partitions décorées a gauche, nous introduisons la notion
suivante, analogue de la notion introduite par Vallette dans [Val07].

Définition 3.2.5. Une opérade ensembliste connexe P est basique a gauche si pour tout en-
semble fini E et toute partition P-décorée a gauche (71, ) de E, la composition opéradique

[T1P(T) — P(E), (u1)ren = €0 (u1)Ten (3.2.1)

Temr

est injective.
Exemples 3.2.6. Les opérades suivantes sont basiques a gauche
1. L'opérade Comm est basique a gauche et “°™IT = I1.

2. L'opérade Assoc est basique a gauche et A*I1 est le poset des compositions d’ensemble

(cf.2.6.2)
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3. Nous introduisons maintenant une nouvelle opérade basique a gauche mais pas a
droite (voir définition 3.2.8). Considérons 1'opérade quadratique £ avec deux géné-
rateurs binaires - et - satisfaisant les relations suivantes pour tous a, b et c :

(adb)Fc=(a-b)c
(abFb)Fc=(akFb)dc
ak(b-Hdc)=a-(b-c)
akF(bkFc)=a— (bl o)

Cette opérade est un quotient de I'opérade Magmatique sur deux générateurs - et
. Les relations consistent exactement a oublier les opérations des nceuds ayant au
moins un enfant non feuille. Le cardinal de £(E) est donné par [OEI24, A025227], et
son raffinement 2% x [OEI24, A091894].

A

Partitions décorées a droite
Nous présentons maintenant les partitions décorées a droite qui sont le cadre de [Val07].

Définition 3.2.7. Une partition Q-décorée a droite d'un ensemble E est une partition
(Comm, Q)-décorée de E, c’est-a-dire un couple (7,¢) ol 7t est une partition de E et ¢
un ensemble d’éléments &1 € Q(T) pour T € 71. On note IT12(E) I'ensemble des partitions
Q-décorées a droite de E.

Définition 3.2.8. Une opérade ensembliste connexe Q est basique a droite si pour tout en-
semble fini E et toute partition Q-décorée a droite (71, ¢) de E, la composition opéradique

Q(rr) — Q(S), vi= vo(Cr)Ten
est injective.
Remarque 3.2.9. Les opérades basiques a droite sont appelées set-basic dans [[Val07].

Exemples 3.2.10. Les opérades suivantes sont basiques a droite (voir [Val07] pour plus
d’exemples).

1. L'opérade Comm, est basique a droite et [T<°™ = IT.
2. L'opérade Assoc est basique a droite.

3. L'opérade Perm est basique a droite. Le poset I1'®™ est le poset des partitions poin-
tées introduit dans [CV06] (cf.[2.6.3). Notez que Perm est basique a droite mais pas a
gauche.

A

3.2.2 Constructions cobar, cobar a niveaux et dualité de Koszul

Comme retracé dans [Fre04], ’action du groupe symétrique sur I’homologie du poset des
partitions a été calculée pour la premiere fois par Stanley [Sta82] et Hanlon [Han81]. Joyal
a pointé dans [Joy86] le lien avec l'espece sous-jacente a I'opérade Lie. Il a fallu attendre le
travail de Fresse [Fre04] pour que le lien entre posets des partitions et opérade soit prouvé,
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via les constructions bar et bar a niveaux. Nous renvoyons a [Fre04, Section 4] et [LV12,
p. 3.1.2] pour une définition rigoureuse de ces constructions.

Si C* est une coopérade connexe, sa constriction cobar Q)(C*) est 'opérade différentielle
graduée qui a tout ensemble fini E associe le K-espace vectoriel QO(C*)(E) engendré par les
arbres enracinés réduits (tout sommet non feuille a au moins deux enfants) dont les feuilles
sont indexées par E et les sommets sont des éléments de C*. La graduation est le nombre de
sommets et la différentielle est induite par la cocomposition opéradique de C*. La structure
opéradique de Q)(C*) est la greffe d’arbres.

La construction cobar a niveaux est définie de méme avec des arbres a niveaux : a chaque
sommet est associé un entier, son niveau, de telle maniere que le niveau soit strictement crois-
sant de la racine aux feuilles et I’ensemble des niveaux forme un intervalle {1,...,n} pour
un entier naturel n. Pour tout ensemble fini E, le K-espace vectoriel gradué Qjeyel (C*)(E) est
engendré par les arbres a niveaux enracinés réduits, dont les feuilles sont indexées par E et
les sommets par des éléments de C*. La graduation est donnée par le nombre de niveaux et
la différentielle par la cocomposition opéradique de C*. Le morphisme de dénivélation [Fre04,
Theorem 4.1.8]

Qever(C7) — Q(CT), (322)

envoie un arbre a niveaux sur 'arbre sous-jacent si les sommets ont des niveaux distincts
et sur 0 sinon. De plus, il commute avec la greffe des arbres. Les constructions bar et bar a
niveaux ont les mémes espaces vectoriels gradués sous-jacents aux constructions cobar et
cobar a niveaux respectivement mais une différentielle donnée par la composition opéra-
dique.

Fresse a établi un isomorphisme entre le complexe de chaines des posets des partitions et
la construction bar a niveaux. Vallette a ensuite étendu ces résultats dans [Val07] aux posets
des partitions décorées a droite. Son travail s’adapte de maniere transparente aux posets des
partitions décorées a gauche et aux posets des partitions bidécorés.

Proposition 3.2.11 (adapté de [Val07]]). Le complexe de chaines des posets des partitions Q-
décorées a droite (resp. P-décorées a gauche, resp. (P, Q)-bidécorées) est isomorphe a la construction
bar a niveaux sur 'opérade P (resp. Q, resp. P @p Q).

Lorsqu’un certain complexe de chaine associé a I'opérade P est acyclique, cette opérade
est dite de Koszul. Le premier critere pratique pour montrer cette propriété pour les opérades
a été introduit dans [Val07] et consiste a montrer le caractere Cohen-Macaulay du poset des
partitions associé. Un critere algorithmique reposant sur 1'existence d’une base de Grobner
(ou de maniere duale d"une base de Poincaré-Birkhoff-Witt), a été introduit par Dotsenko et
Khoroshkin [DK10]] suivant le travail de Hoffbeck [Hof10]. Je reviendrai sur ce critere dans
la section suivante. Lorsqu’une opérade P est de Koszul, elle admet une duale de Koszul Q
dont I'espece associée vérifie

PorQ=3Q0P =X. (3.2.3)

La duale de Koszul admet aussi une définition directe dans le cas quadratique en termes
de définition par générateurs et relations qui fait intervenir la suspension opéradique et le
produit de Hadamard avec la représentation signature (voir [LV12, Proposition 7.2.4]).

Le résultat suivant permet de retrouver les résultats calculés par ailleurs sur 1’homologie
des posets des partitions décorées :

Proposition 3.2.12. Si I'opérade P est de Koszul, I'unique groupe d’homologie non nul de sa
construction bar est la duale de la suspension de sa duale de Koszul Pi = (ZP")*.

Il n’existe pas de structure d’opérade sur la construction bar mais il en existe une sur
la construction cobar : c’est pourquoi dans [DD25b] nous considérons la cohomologie des
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FIGURE 3.2.2 - A gauche, chaine dans le poset des partitions. Au milieu, arbre de la construc-
tion bar a niveaux correspondant. A droite, arbre de la construction bar correspondant.

posets des partitions (bi)décorées et la construction cobar associée. Je résume ces résultats
dans la section[f] Je pointe aussi le lien entre construction cobar, construction cobar a niveaux
et ensembles nichés dans la section 4.3

3.2.3 Posets des partitions décorées et bases PBW

Je présente dans cette section les résultats de [BDH21]. Notez que ces résultats ont été ob-
tenus dans le cadre des opérades shuffle, développé par Hoffbeck et Dotsenko—Khoroshkin
[DK10]. La motivation pour ce travail vient des résultats présentés a la section précédente,
en particulier des résultats de Vallette [Val07] reliant la Koszulité de 'opérade avec le fait
que le poset des partitions décorées associé soit Cohen-Macaulay. D’un point de vue topolo-
gique, il existe plusieurs notions impliquant d’étre Cohen-Macaulay, certaines d’entre elles
présentées dans la section m : étre totalement semi-modulaire, étre CL-épluchable, étre
EL-épluchable, ... D'un point de vue algébrique, Dotsenko et Khoroshkin [DK10] ont intro-
duit les notions de bases de Grobner et bases de Poincaré-Birkhoff-Witt (abrégées dans la
suite en bases PBW) pour les opérades. Commencons par rappeler les définitions d’opérade
shuffle et de bases PBW pour une opérade :

Définition 3.2.13. Une espece shuffle est un foncteur de la catégorie des ensembles ordonnés
a valeurs dans la catégorie des K-espaces vectoriels. Etant données deux espéces shuffles P
et 9, la composée de P et Q est I'espece

(Pos, Q)I) = P Pk) @ D e 'm)e--@a(f k)|,
k

f:I={1,...k}

ou f parcourt I'ensemble des surjections satisfaisant min f~1(i/) < min f~1(j) pour tout
i < j. Une opérade shuffle est alors une transformation naturelle associative 77 : P og, P — P.

En particulier, la composition partielle de deux éléments p et g4 d'une opérade shuffle
n’est pas juste donnée par un o; comme pour une opérade symétrique, mais par un o; ;, ol
w est le battage des entrées de p et de celles de g tel que le premier élément de g vienne
immédiatement apres le (i — 1)-iéme élément de p. Un tel w est appelé battage pointé. Il y a
un foncteur d’oubli de la catégorie des opérades symétriques dans la catégorie des opérades
shuffles, noté (—),,, qui consiste a oublier I'action du groupe symétrique. Une opérade sy-
métrique P et son opérade shuffle associée Py, ont le méme K-espace vectoriel sous-jacent.
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Enfin, l'opérade shuffle libre sur un ensemble de générateurs E, 7y, (E), a son espace
vectoriel sous-jacent engendré par les arbres enracinés plans dont les sommets sont étiquetés
par E et les feuilles par les entiers de 1 a I'arité de 1’arbre de telle maniéere que la feuille la plus
a gauche de chaque sous-arbre soit la plus petite feuille de son sous-arbre. Toute opérade
shuffle peut étre décrite comme un quotient d’une opérade shuffle libre. Nous renvoyons a
la section 8.2 de [LV12] pour plus de détails.

Définition 3.2.14. Une base de Poincaré-Birkhoff-Witt (abrégée en base PBW) pour 'opérade
P = T(E)/(R) est un sous-ensemble B” de BT (E) tel que 1 € BP, BE ¢ BP, et B soit une
base du K-espace vectoriel P. La base B” doit de plus satisfaire les conditions suivantes :

1. pour &, B € B” et w un battage pointé de la composition a o; B, ou bien a o; ,, B € B”,
ou &%, B = Y., cy7y, O les v sont dans B? et satisfont v < « o;w B dans la base
ordonnée de T (E);

2. un tenseur & = @, cy (7)Mo, basé sur un arbre 7 est dans B si et seulement si le tenseur

restreint &, est dans BY pour toute aréte interne ¢ de 7. (Le sous-arbre 7, de 7 est le
sous-arbre maximal de T ayant uniquement I’aréte interne e.)

Nous présentons maintenant la réponse élaborée dans [BDH21] a la question présentée
en introduction de I’analogue en termes "topologie des especes” du fait que 1’opérade asso-
ciée admette une base PBW.

Théoreme 3.2.15. Soit P une opérade ensembliste quadratique basique & droite et soient L5 les

()

posets des partitions décorées a droite par P associés. Si les posets {H » }d admettent des étiquetages

CL-compatibles avec les isomorphismes de sous-posets, alors I'opérade algébrigue P = T (E)/(R)
associée a P admet une base PBW comme définie a la définition |3.2.14

La réciproque est plus complexe : nous montrons dans [BDH21] un exemple d’opérade
PBW dont les posets associés n’admettent pas d’étiquetage CL-compatibles avec I'isomor-
phisme de sous-posets.

Ces résultats expliquent une partie des "jumeaux de Whitney" constatés dans l'article
[DHD23]. Contrairement a notre travail, ces auteurs ne s’intéressent qu’aux dimensions et
non a des invariants plus fins et ne sont pas en mesure de distinguer deux opérades ayant
des espaces vectoriels sous-jacents de méme dimension : ils obtiennent donc beaucoup plus
de couples que ceux issus de la dualité de Koszul.

3.3 Théoremes de rigidité et bigébres généralisées

L'une des questions qui motivent les algébristes est de trouver des systemes générateurs,
voire des bases si possible, pour les algebres. La réponse est claire lorsque 1'on sait que
I'algebre considérée est libre sur un ensemble de générateurs donné, mais beaucoup plus
complexe en général. Je présente dans cette section les résultats issus de [BD19] et [BD20].

Dans toute la section, nous considérons deux opérades algébriques P (qui encodera le
produit) et C (qui encodera le coproduit). Les opérades considérées sont connexes, c’est-a-
dire telles que P(0) = C(0) = @ et P(1) = C(1) = K.id et telles que P(n) et C(n) sont de
dimension finie.
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3.3.1 Exemple de base: algébres de Hopf

Le type de bigebre le plus connu est celui d’algébre de Hopf. Une algebre de Hopf
(H,u,1m,0,¢,S) est un espace vectoriel H muni d’'une structure d’algebre (, 1, 1) et de
cogebre (H, A, €) telles que A et € soient des morphismes d’algebres (ou de maniére équiva-
lente, telles que p et 7 soient des morphismes de cogebres). Nous omettrons ici les axiomes
liés a I’antipode S. Pour un produit u binaire, cela se traduit en équation pour tous x et y de
H par:

A (xy)) = p(B(x)1, A)h) @ p (Ax)2, B(y)2), (33.1)
ol on utilise la notation de Sweedler A(x) = A(x); ® A(x)2 et A(y) = A(y)1 @ A(y)2. En
termes de schémas, on illustre cette propriété par le diagramme suivant :

e

ol on note Y le produit et )\ le coproduit.

Remarque 3.3.1. Une algebre de Hopf est aussi munie d"un antipode, mais nous omettrons
ce détail ici.

Exemple 3.3.2. Considérons l'algebre des polynémes C[X] munie du produit usuel x et du
coproduit

n
AX"Y =Y (Z) Xk @ xnk (3.3.2)
k=0
Alors (C[X], x,A) est une algebre de Hopf. A

Dans I’exemple précédent, on constate que 1'algebre des polyndmes est engendrée par X
en tant qu’algebre et que les éléments de Vectc (X) sont les seuls éléments qui satisfont :

Ay) =10y +ya1. (3.3.3)

Les éléments qui satisfont cette propriété sont appelés éléments primitifs. L'algebre C[X] est
donc engendrée par ses éléments primitifs. C’est cette propriété que généralise le théoréme
de Milnor-Moore :

Théoréme 3.3.3 ( [MMG65])). Toute algebre de Hopf connexe, graduée, commutative et cocommuta-
tive A satisfaisant dim A, < 400, pour tout n, est une algébre commutative libre engendrée par ses
éléments primitifs.

qui est un corollaire du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt :

Théoréme 3.3.4 ( [Bir37; Wit37])). Toute algebre de Hopf connexe, graduée et associative cocommu-
tative A satisfaisant dim A,, < +oo, pour tout n, est isomorphe a I’algebre enveloppante de I’algebre
de Lie libre sur ses éléments primitifs.

3.3.2 Bigebres généralisées

Intéressons-nous a un autre exemple combinatoire. Etant donné un ensemble fini A ap-
pelé alphabet, ’ensemble A, des mots de longueur n sur A est I'ensemble des applications
de [n] dans A. On note my ...my, := m(1)...m(n) un mot de longueur n. On appelle mot
vide et on note & le mot de longueur 0. L'espace vectoriel A* = @,>(K. A, est I'espace
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vectoriel des mots sur A. L'opération . qui a deux mots a; ...a, et by ...b; associe le mot
ay...apby ...by est appelée la concaténation. Son dual, c’est-a-dire le coproduit qui a un mot
m associe }_,,_, , U ® v est la déconcaténation. D’un point de vue algébrique, A* est I’algebre
associative libre sur 'espace vectoriel engendré par 4, K..A. L'espace vectoriel des éléments
primitifs est K..4 : A* est donc libre sur I'espace vectoriel de ses éléments primitifs. Cepen-
dant, il est facile de vérifier que le coproduit n’est pas un morphisme d’algebre : ce cas offre
une motivation forte pour relacher la notion de bigebre (de Hopf) en bigebres généralisées
(voir [Lod08§]).

Les bigebres généralisées sont des généralisations des algebres de Hopf ot le coproduit
n’est plus nécessairement un morphisme d’algebre. De maniere formelle, une bigebre gé-
néralisée (H,P,C) est un espace vectoriel # qui est muni d’une structure de P-algebre et
d’une structure de C*-cogebre (voir §3.1.1)), telles que les structures d’algebres et de cogebres
vérifient des lois mixtes distributives A (voir [FM97]). Le nom "loi distributive" vient de la
propriété de distributivité de la multiplication sur 1’addition. Elles ont d’abord été formu-
lées pour deux types d’algebres différentes (voir [Bec69|; Bur73|]) avant d’étre étendues aux
opérades par Markl [Mar96a] puis a un couple formé d’une opérade et d'une co-opérade par
Markl et Fox [FM97]. Notez que cette notion a été introduite de maniére indépendante pour
des couples formés d'une monade et d'une comonade sur la méme catégorie [Van73], notam-
ment dans un cadre sémantique [SK93/; TP97; PWO02], ainsi que pour des théories de Law-
vere [Che20]. Je finirai ce paragraphe en citant plusieurs résultats pour les opérades et/ou
les monades reliés au travail de [BD19] : liés a la non-existence de lois distributives [ZM22],
a leur calcul explicite [Bon+15; BM19] ou encore aux bigébres généralisées [LMW15].

Markl et Fox définissent comme suit une loi mixte distributive reliant une opérade P et
une coopérade C* :

Définition 3.3.5 ([FM97]). Une loi mixte distributive A est une transformation naturelle
P oC* — C* o P compatible avec la structure opéradique de P et coopéradique de C*.
Pour tout espace vectoriel V, 'algebre P(C*(V)) est alors munie d’une structure de C*-
cogebre et la cogebre C*(P(V)) d’une structure de P- algebre.

Remarque 3.3.6. Ces lois sont écrites dans [Lod08] comme des lois {A(m, n)} satisfaisant

Alm,n):C(m)®@P(n) —
PPt)@ - @P(tn) Ds,, x-xe,, KIGN] @6, x--xe,, C(51) @ -+ @ C(sn),

ou la somme parcourt I'ensemble des N > 1ets; +-+s, = t; +---+t, = N. Nous
établissons le lien entre ces deux écritures dans [BD19].

Exemple 3.3.7. Pour les bigébres commutatives cocommutatives, 1’analogue non-unitaire
(pour les algebres sans unité) des relations de Hopf s’écrit diagrammatiquement :

S| e U e e e e

Comme une loi mixte distributive est compatible avec les structures opéradiques et co-
opéradiques de P et C respectivement, il suffit de les donner sur les opérations génératrices
de ces (co)opérades. A

Définition 3.3.8 ([Lod08]). Etant données P et C deux opérades et A une loi mixte distribu-
tive, une C* — ) P-bigebre H est un espace vectoriel H qui est une P-algebre, une C*-cogebre
et tel que A est une loi mixte distributive reliant P et C satisfaite sur tous les éléments de H.
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3.3.3 Théoreme de rigidité

Les bigebres généralisées peuvent satisfaire des théorémes analogues au théoreme de
Milnor-Moore, appelés théoremes de rigidité. L'article [BD19] prouve l'existence systématique
de théoremes de rigidité quand 1’opérade et la coopérade ont la méme espece sous-jacente.
La difficulté restante se situe dans le calcul des lois de confluence associées. Nous rappelons
dans un premier temps I'énoncé du théoreme de rigidité tel que formulé par Loday :

Théoreme 3.3.9 ([Lod08]). Soit H une C* — ) P-bigeébre vérifiant :

(HO) A est une loi mixte distributive,

(H1) toute P-algebre libre est munie d’une structure de C* — ) P-bigebre,

(H2iso) le morphisme de C*-cogebre ¢(V') : P(V) — C*(V) est un isomorphisme.

Alors toute C* — ) ‘P-bigebre conilpotente H est libre et colibre sur I'espace vectoriel de ses éléments
primitifs.

P(Prim#H) = H = C*(PrimH).
De plus, I'espace vectoriel engendré par les éléments primitifs est aussi engendré par les éléments
irréductibles.

Les théoremes de rigidité ont été étendus au cadre monadique dans [LMW15]. Ils per-
mettent notamment de donner des bases d’algébres explicites (voir [BCR15] par exemple).
L’objet de [BD19] est la question suivante : il n’existe pas de théoreme de rigidité pour les
bigebres pré-Lie copré-Lie et Lie coLie : est-ce parce qu’il n’en existe aucun ou parce que les
lois mixtes distributives associées sont difficiles a calculer ? Pour répondre a cette question,
nous avons dii relacher un peu les contraintes entre algeébre et cogebre et considérer une loi
de confluence a la place d’une loi mixte distributive.

Définition 3.3.10 ([BD19]). Une loi de confluence o entre deux opérades P et C est une trans-
formation naturelle
x:P—C'oP, (3.3.4)

compatible avec la structure d’opérade de C.

Remarque 3.3.11. Ces lois pourront étre réécrites comme des familles de lois a(E, S) satis-
faisant pour tous ensembles finis E et S :

«(E,S) : C(S) ® P(E) — P®3(E),

ot PP(E) = Drps Qe P (f(%)).

Théoréme 3.3.12 ([BD19]). Soient P et C deux opérades algébriques connexes, telle que P(n) et
C(n) soient de dimension finie. A toute famille d’isomorphismes de & ,-modules ¢, : P(n) — C*(n)
peut étre associée une loi de confluence w telle que toute C* —, P-bigebre conilpotente soit libre et
colibre sur I'espace vectoriel engendré par ses éléments primitifs :

P(Prim#H) = H = C*(PrimH).
Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 3.3.13 ([BD19]). Etant données deux opérades algébriques connexes C et P et une loi de
confluence o induite par un isomorphisme ¢ : P — C*, une ‘P-algebre H est libre, si et seulement si
il est possible de définir sur H une loi de confluence a.
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P C référence

Comm Comm [Bor53] |
Assoc Assoc [LRO6]
Zinbiel Assoc [Bur10]
Leibniz Assoc [BD19]|
Poisson Assoc [BD19]
Zinbiel Leibniz [BD19]
Dend Dend [Foi07]
Dend Dup [BD20]
Dend Dup-gauche | [BD20]
Tridend Tridend [BD20]
Tridend Terplicial [BD20]
Terplicial | Terplicial [BD20]
NAP preLie [Liv06]
preLie preLie [BD19]
Perm Perm [BD19]
NAP NAP [BD19]|
PAN PAN [BD19]
Perm PAN [BD19]
2-as Dipt [BD19]|

TABLE 3.1 — Exemples de théoremes de rigidité

3.3.4 Exemples de théoréemes de rigidité obtenus par dualité

En dualisant les produits connus de différentes algébres, nous avons ainsi obtenu de
nouveaux théorémes de rigidité. Nous résumons ces théoremes dans le tableau
Bigébres pré-Lie copré-Lie

L’exemple des bigebres pré-Lie copré-Lie a été la motivation pour l'introduction des lois
de confluence. En effet, notant . le produit pré-Lie, celui-ci se relie a son coproduit dual
pour T € PreLie(n) et S € PreLie(k) par :

ATAS)=nxTRSH(TS$1)RS5+ (T AS)RTL+T1® (T, nS), (3.3.5)

ou A(T) = T1 ® Tr, A(S) = S1 ® Sy. En termes de schémas :

5| e

Ce théoreme de rigidité a été appliqué dans [BD19] pour montrer que les algebres pré-Lie
sur les arbres en boites (box trees, voir [Foil5; Ogel3b]), les hyperarbres et les arbres gras
(voir [Zas02]) sont libres.

#

Bigébres NAP coNAP

Considérant I'opérade NAP [CLO1;; DL02], Livernet a montré dans [Liv06] l’existence
d’une loi mixte distributive pour les bigebres pré-Lie coNAP. La loi de confluence pour les
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bigebres NAP coNAP est donnée par :
A(T-S)=TRS+T1-53 T,

ou A(T) = T1 ® T, (notation de Sweedler).

Sl

Le théoreme de rigidité associé a été appliqué dans [BD19] pour montrer que les algebres
NAP sur les arbres en boites (box trees, voir [Foil5[; Ogel3b]), les hyperarbres et les arbres
gras (voir [Zas02]) sont libres. Ces structures d’algebres NAP ont été obtenues en ne retenant
que les termes de greffe sur la racine dans le produit pré-Lie du paragraphe précédent.

Bigebres coPAN

Nous appelons PAN la duale de Koszul de I’'opérade NAP. En utilisant les méthodes de
Dotsenko et Hoffbeck (voir [Hof10; DKO07]), le produit PAN <« sur un espace vectoriel V
satisfait pour tous x, yetzde V :

x—(y~—z)=0

x~—y)~—z=(x~12z)—y
Une base de PAN(n) est donnée par 1’ensemble des ensembles pointés sur n éléments.
On notera ici que comme NAP et preLie ont la méme espece sous-jacente, PAN et Perm ont

eux-aussi la méme espece sous-jacente. Notant alors en gras I’élément pointé de ’ensemble,
le produit PAN se réécrit :

{Xl,. . .,xk} ~— {yl,. . .,yl} = 51:1{x1,...,xk,y1,. . .,]/Z}. (3.3.6)

La loi de confluence est alors donnée par :
Au~—v) = duePAN(1) (u@v+u-vRu), (3.3.7)

ot A(u) = ug ® uy et PAN(1) est 1’espace vectoriel des éléments primitifs pour le coproduit
coPAN.
La loi de confluence pour un produit Perm X et le coproduit coPAN associé A est donnée

par:
Aluxv) = OuePAN(U @ U+ U1 X 0 ® Uy + U X 01 ® U + 0y cpan()¥ X V2@ 01, (3.3.8)

ot A(u) = u; @ uy, A(v) = v1 ® vy et PAN(1) est I'espace vectoriel des éléments primitifs
pour le coproduit coPAN.

3.3.5 Algebres dendriformes et tridendriformes

Les derniers exemples de théoréme de rigidité concernent les algebres dendriformes et
tridendriformes et sont issus de [BD20]. Je commence ici par rappeler les définitions des
algebres dendriformes et tridendriformes et les résultats de la littérature les concernant. Le
lien entre ces algebres et les associaédres et permutoedres sera développé au chapitre 4
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Algébre dendriforme

L’opérade dendriforme (qui encode les algebres dendriformes) a été introduite par Loday
comme duale de Koszul de I'opérade diassociative.

Définition 3.3.14. Une algébre dendriforme est un espace vectoriel A muni de deux produits
<AR®A—Aet -1 AQ A — Atels que:

(a<b)<c=a<((b=<c+b>c),
(a=b)<c=a>=(b=<c),
(a<b+a>b)>c=a>(b>c).

L’espece sous-jacente a I'opérade dendriforme est celle qui associe a un ensemble E 1’es-
pace vectoriel engendré par les arbres binaires plans aux sommets internes indexés par E,
notée PBT(E) (voir . Notons T = rr(tg;ts) un arbre binaire T de racine rr € E qui a
pour sous-arbre gauche ty et pour sous-arbre droit ; (ceux-ci sont éventuellement vides).
Les opérations <, > sont définies sur deux arbres T et S par

IT'-o=2<T=0, g-T=T<2=T,
T-<S:1’T(tg;td-<5+tr>-5) etT%S:rs(T<sg—|—T>—sg;sd). (3.3.9)

Exemple 3.3.15. Les structures dendriformes libres ont été étudiées par Loday et Ronco dans
[LRO8|. L’algébre dendriforme libre sur un espace vectoriel V est

Dend(V) := PBT([n]) ®g, V"

Notamment, ’algebre dendriforme libre sur K est 1’algébre des arbres binaires plans (non
indexés). Nous détaillons dans les derniers paragraphes de cette section d’autres exemples
d’algebres dendriformes. A

Le produit * :==< 4 > est un produit associatif appelé produit de battage. Celui-ci a été
décrits sur les arbres binaires plans par Loday et Ronco [LR98].

Dans [BD20], nous dualisons les algebres dendriformes en cogebres codendriformes
grace auxquelles nous établissons des théoremes de rigidité que nous omettons ici, dans un
souci de concision. Le coproduit coassociatif décrit dans [BD20] correspond au coproduit
éclair décrit dans [Cat23] et [Ber+23].

Algebre dupliciale

Ftant donnée une opérade P, les lois de confluence obtenues en considérant les coopé-
rations associées a une opérade ensembliste sur la méme espéce sont souvent plus simples
que celles obtenues en dualisant P : ceci nous a amené a considérer les algebres dupliciales,
introduites par Loday dans [Lod08].

Définition 3.3.16. Une algebre dupliciale est un espace vectoriel A muni d"un couple de pro-
duits binaires>: A® A — Aet<: A® A — A tels que, pour tous x, i, zde A :

> et < sont associatifs,
(xpy)<z=x>(y<z).

L’espece sous-jacente a cette opérade est PBT, la méme que pour l'opérade dendriforme.
Avec les mémes notations que précédemment, les opérations < et > sont définies sur deux
arbres T et S par

T>o=20<T=0, goT=T<xg=T (3.3.10)
TS =rs(Trsgsy) et T<S =ry(tg;ts<S) (3.3.11)
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Exemple 3.3.17. L'espace vectoriel sous-jacent a 'algebre dupliciale libre sur un espace vec-
toriel V est I’espace vectoriel Dend (V') décrit précédemment. A

Dualisant cette structure, le coproduit coduplicial A, (resp. As) est obtenu en coupant
une aréte sur le chemin de la racine a la feuille la plus a gauche (resp. droite), la partie racine
allant a droite du coproduit (resp. gauche). De maniere inductive, cela se traduit par les
équations :

Ax(T) = t1 @ V(D tr) + Do (t1)1 @ V(As(t)2, tr)
A<1(T) - \/(tl, ) ® tr + \/(tl, Aq(tr)l) ® Aq(tr)zl
avec Ay(V(t, D)) = A (V (D, 1)) =

Ces coproduits satisfont le dual des relations dupliciales : les coproduits A, et A4 sont
coassociatifs et (A, ®id) o Aq = (id ® Ay) o Ag. Les algebres et cogebres (co)dupliciales sont
utilisées pour établir des théoremes de rigidité a la section 3.3.6]

Algébre tridendriforme

Loday et Ronco ont introduit dans [LR98|] un produit de battage sur les arbres de Schro-
der, c’est-a-dire les arbres plans sans nceud unaire. Notons V(t1,...,t,) un arbre de Schro-
der T dont les fils de la racine sont, de gauche a droite, les arbres de Schroder ¢4, ..., t,. Le
produit de battage T * S des arbres T = V(ty,...,t,) et S = V(sy,...,s,) est alors donné
récursivement par :

T+S:=V(Sxtyty...,ty) +V(s1,...,5p-1,8p % ty,ta, . tn) +V(s1,...,5p-1,8p % T),
(3.3.12)
avec la convention V() * S =S = Sx* V().
Loday et Ronco [LR04] ont constaté qu’il était possible de subdiviser le produit * selon
orlgme de sa racine en trois parties, chacune encodée par 1'un des trois produits “<”, “~"
et”.”, avec * = (<) 4+ () + (- ). La structure obtenue est 1’algebre tridendriforme libre sur
un générateur. Par exemple, le produit suivant

NI R AN N A

se divise en

SRR AN
SRR AR AR A A
Burgunder et Ronco [BR10] ont introduit une généralisation des algebres tridendri-

formes dépendant d'un parameétre q € K, appelées algebres g-tridendriformes. Une algéebre
g-tridendriforme est un espace vectoriel A muni de trois produits <, - et > satisfaisant pour

NGB
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tousa,betcde Aetaxb=a<b+a>b+q(a-b):

(a<b)<c=a=<(bxc) (< %)
(a=b)<c=a>(b=<c) (==)
(axb)=c=a> (b>c) (x>)
(a:b).c=a-(b-c) (-ass)
(a=Db)-c=a= (b-0) (=)
(a<b)-c=a-(b>c) (=<+>)
(a-b)<c=a-(b=<c) (-=<)

et 'opération * est associative. Le cas g = 1 est le cas des algebres tridendriformes tandis
que le cas g = 0 est celui des K-algebres introduites par Chapoton dans [Cha(02b].

Cette définition est motivée a posteriori par la proposition suivante :

Proposition 3.3.18. [CDO25b|] Posant a x b := A1(a < b) + Ax(a-b) 4+ Az(a > b) et supposant
que <, - et - satisfont les équations tridendriformes (avec cette définition de *), alors * est associative
si et seulement si Ay = Az = 1.

Structure dendriforme sur les permutations

L’algebre de Hopf sur les arbres binaires plans introduite par Loday et Ronco [LR98]|
se relie a l'algebre de Hopf de Malvenuto-Reutenauer sur les permutations [MR95], intro-
duite indépendamment par Duchamp, Hivert et Thibon sous le nom FQSym [DHT02]. Une
permutation o de &, peut étre représentée comme un mot (1) ...0(n). La structure den-
driforme sur les permutations se définit a partir d'un produit de battage, comme dans le
cas des arbres binaires plans. Pour définir celui-ci, nous avons besoin du produit de battage
auxiliaire suivant :

Définition 3.3.19 (Produit de battage sur les mots). Soit A un alphabet fini. Pour toutes
lettres a et b de A et tous mots m et n de A*, on définit le produit de battage par :

amwbn =a.(mwbn)+b.(a.mwin), (3.3.13)
avec eLLIm = mLle = m.

Définition 3.3.20 (Produit de battage horizontal sur les permutations). Etant données deux
permutations ¢ et T de &, et &, respectivement, le produit de battage horizontal de ces
permutations est défini par :

cwpt=0cw(t+m) (3.3.14)

olt T + m est le mot dont la jeme lettre est 7(j) + m pour tout 1 < j < n et W est le produit
de battage sur les mots.

Exemple 3.3.21. 123 1, 21 = 12354 + 12534 + 12543 + 15234 + 15243 + 15423 4 51234 +
51243 + 51423 + 54123 A

Une permutation o de [n] est représentée sous forme de tableau de taille n x n avec un
point a chaque coordonnée (i, (i)) (voir figure 3.3.1). J'appelle ce battage battage horizontal
parce qu’il consiste en un battage des colonnes du tableau associé a la concaténation de ¢ et
T+ m.
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FIGURE 3.3.1 — Représentations sous forme de tableaux des permutations 123, 21, 12354 et
15243 (de gauche a droite).

Définition 3.3.22 (Produit de battage vertical sur les permutations). En battant les lignes du
tableau plutdt que les colonnes, nous obtenons le battage vertical défini, étant données deux
permutations ¢ et T de &, et G, respectivement, par :

CW,T= Y. st (3.3.15)
std(s)=c
std(f)=t

ot std(t) = ¢ o t avec ¢ 1'unique bijection croissante de Im(#) dans [[| Im(#)|].

Exemple 3.3.23. 123 1, 21 = 12354 + 12453 + 13452 4 23451 + 12543 - 13542 + 23541 +
14532 + 24531 + 34521 JAN

Il est possible de couper le produit de battage horizontal o LU, T en deux produits dendri-
formes suivant la lettre par laquelle commence la permutation : les permutations de oL, T
commengant par ¢; contribuent a <, et celles commencant par 7y + m contribuent a >,.

De méme, il est possible de couper le produit de battage vertical o LL, T en deux produits
dendriformes suivant le minimum de la permutation : les permutations w de ¢ L, T pour
lesquelles w!(1) € [1;m] contribuent a <, et les autres a .

Proposition 3.3.24 ([Foi07]; Von16; BD20]). Les algebres dendriformes (K.S, <y, >,) et (K., <,
, >v) associées respectivement aux battages horizontal et vertical sur les permutations sont dendri-
formes libres.

Structure tridendriformes sur les surjections

L'une des généralisations des permutations est I’ensemble des surjections (ou mots tassés)
qui étiquettent les faces du permutoedre (voir #.1.1). Burgunder et Ronco ont introduit un
produit de battage sur les surjections dans [BR10], qui correspond aux produits tridendri-
formes de WQSym introduits par Novelli et Thibon [NTO6].

A toute application & : [m] — [n] peut étre associée la surjection

std(h) == ¢ oh: [m] — [|[Im(h)[],

ol ¢ est I'unique bijection croissante de Im(#) dans [|Im(%)|]. D’un point de vue plus com-
binatoire, il s’agit de renuméroter les lettres du mot considéré de 1 a | Im(h)| en respectant
I'ordre sur les lettres.

Burgunder et Ronco ont appliqué aux surjections une division ternaire analogue a celle
de Loday et Ronco et obtenu une structure tridendriforme. Nous rappelons maintenant les
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définitions des quatre produits suivants qui permettent de munir les surjections d"une struc-
ture d’algebre tridendriforme :

f=g= Y. h.k f-g= Y hk

std(h)=f std(h)=f
std(k)=g, std(k)=g,
max(h)>max (k) max(h)=max (k)
f-g= Y. h.k fxg= Y hk
std(h)=f std(h)=f
std(k)=g, std(k)=g¢
max(h)<max(k)

Exemple 3.3.25. Pour f := 121 et g := 21, nous obtenons :

f<g = 23221+13121+14132424231+34321
feg = 12121+13132+23231
f-g = 12131+12132+121434131424+23241.

A

Burgunder, Curien et Ronco [BCR15] ont montré de plus que cette structure était triden-
driforme libre. Nous avons retrouvé ce résultat dans [BD20] via un théoréme de rigidité.

Reprenant la représentation sous forme de tableau introduite au paragraphe précédent
sur les permutations, le produit de battage * correspond a une généralisation du battage ver-
tical ot une méme ligne peut contenir des éléments venant a la fois de f et de g. Il n’existe au-
cune généralisation tridendriforme du battage horizontal, puisqu’il faudrait alors que deux
lettres soient a la méme place du mot.

Structure tridendriforme sur les fonctions de parking

Les fonctions de parking dont j’ai rappelé la définition a la section [2.8 sont une généra-
lisation des surjections. Dans [NTO07], Novelli et Thibon ont introduit sur l'espace vectoriel
engendré par les fonctions de parking un produit de battage et une structure d’algebre tri-
dendriforme, appelée PQSym. A toute application f : [k] — [1], vue comme une composi-
tion d’ensembles éventuellement vides (f~1(1),..., f~1(n)), peut étre associée une fonction
de parking que nous notons ici std(f) obtenue en supprimant itérativement de la composi-
tion d’ensemble les f~1(i) tels que | Uj':1 1) < i.

La fonction de parking std(f) est appelée "parkisation" de f et notée park(f) dans
[NTO7]. Muni de la parkisation std( f), le produit tridendriforme sur les fonctions de parking
est défini de maniére analogue aux surjections (les formules sont formellement identiques
en remplagant "surjection" par "fonction de parking" et "standardisation" par "parkisation").

Proposition 3.3.26 ([Von16; BD20]). L’algebre PQSym n’est pas tridendriforme libre.

3.3.6 Théoréeme derigidité pour les algébres dendriformes et tridendriformes

En appliquant les techniques développées dans [BD19] et rappelées au paragraphe
nous avons étudié dans [BD20] les théoremes de rigidité pour les algébres dendriformes et
tridendriformes. Des théorémes de rigidité pour les algebres dendriformes avaient déja été
formulés dans [Foi07]. Loday et Ronco ont de plus formulé un analogue du théoreme de
Poincaré-Birkhoff-Witt (et non un théoréme de rigidité) pour les algebres dendriformes co-
associatives [LRO6]. D’autres théoremes de ce type ont été depuis formulés pour les bigébres
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tridendriformes par Catoire [Cat23]. Cependant, 1’objectif de Foissy et Catoire est d’obtenir
des théoremes de rigidité o1 les produit et coproduit de battage correspondants (obtenus en
sommant les produits et coproduits tridendriformes ou dendriformes) satisfont une relation
de Hopf (le coproduit est un morphisme d’algebre). Notre objectif ici est d’obtenir des rela-
tions pour lesquelles le produit et le coproduit sont duaux (donc avec un terme x ® y dans
le coproduit du produit de x avec y).

Nous donnons dans [BD20] une description combinatoire des algebres dendriformes et
tridendriformes libres, de maniere analogue a [Cat23] et [Ber+23], en termes de chemins de
coupe (figures [3.3.2] et 3.3.3) et chemins de battage (figures[3.3.4]et[3.3.5). Le lecteur pourra
consulter [BD20] pour des détinitions formelles de ces chemins et des produits et coproduits
associés.

X NGRS
A*@v®®+w®w+w®w+@®v+%

FIGURE 3.3.2 — Coproduit As en termes de chemins de coupe (le coproduit est obtenu en
découpant suivant la ligne bleue).

T =

&ﬁwwww

Y Y e Y N el Y N g

B RO
:W@&-k%@KﬂrW@v.

FIGURE 3.3.3 — Raffinement de la figure : les coproduits cotridendriformes A, A. et
A sont exprimés en termes de chemins de coupe.

Ay

Nous introduisons dans les paragraphes suivants deux opérades ensemblistes dont les
especes associées sont isomorphes aux espéeces sous-jacentes aux opérades dendriformes et
tridendriformes que nous appelons respectivement duplicial gauche et terplicial. Nous don-
nons dans les paragraphes suivants les définitions des nouvelles opérades introduites et
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NI \>/ \>/, \X NS \/
— TS = o o+ o+ N \,

T =

FIGURE 3.3.4 — Considérant deux arbres binaires T et S, on numérote de bas en haut les
arétes de la branche la plus a droite de T parel, ..., el et celles de la branche la plus a gauche
de S par el, . e . L'ensemble des battages droits (commencant par une aréte de S) est P, =

{{61,62,63,61,62} {61’61'62’62163} {elrezrelreZ/es} {el,el,ez,e3,e2} {elrez/€1regrez}

{ef, ey, 65, ez,eg}} A chacun de ces battages est associé un terme de T > S représenté ci-

dessus.
\< 1/

FIGURE 3.3.5 — Reprenant la convention d’étiquetage d’ aretes de la figure étant donnés
deux arbres plans et un battage contractant p = ({el,e7},e5,¢l,¢3, {e}, ¢ }) on associe un
produit T %, S. Le chemin en pointillé correspond au battage contractant. L'ensemble des
termes de T x S est obtenu en sommant les T %, S pour p parcourant I’ensemble des chemins
de battage contractants.

des relations distributives correspondantes. Le lecteur pourra se référer a [BD20] pour les
preuves correspondantes et les exemples associés.

Bigebres dupliciales, dupliciales gauches et dendriformes

Nous commencons par énoncer les théorémes de rigidité relatifs aux produits et copro-
duits dendriformes et dupliciaux avant d’introduire la notion de "dupliciale gauche" et de
donner les théorémes de rigidité reliés.

Définition 3.3.27 ([BD20] Bigebre dendriforme-codupliciale). Soit H un espace vectoriel,
muni d’une structure d’algebre dendriforme (#, <, >) et d’une structure de cogebre codu-
pliciale (H, Aw, Ag). Si pour tous x,y € H les équations suivantes sont vérifiées :

As(x=y) =x@y+xx(Bs(y)1® (8o (y))2 + (Bs(x))1 @ (As(x))2 = ¥,
As(x =y) = (As(x))1 ® (As(x))2 < Y,
Ag(x = y) = x = (Ba(¥))1 ® (Ba(¥))2,
Ag(x 2y) =T®@S5+x < (Aa(y))1 @ (Aa(y))2 + (Aa(x))1 ® (Aa(x))2 % Y,

ou x => + <, alors H est appelée bigébre codupliciale-dendriforme.

Théoreme 3.3.28 ([BD20] Théoreme de rigidité pour les bigebres dendriforme-codupliciale).
Toute bigebre dendriforme-codupliciale est libre et colibre sur I’espace vectoriel de ses éléments primi-

tifs.

Dans [BD20], nous appliquons ces criteres pour montrer que les algébres dendriformes
sur les mots tassés et les fonctions de parking respectivement sont libres (voir aussi [Foi07;
Foil2};[Von16]).
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I1 est impossible d’ajouter un produit a l'opérade dupliciale qui permettrait d’obtenir
une opérade "terpliciale”, c’est-a-dire une opérade symétrique ensembliste qui partagerait le
méme &,-module sous-jacent que 1’opérade tridendriforme et dont les produits gauche et
droit seraient associatifs. L'opérade terpliciale dans la section suivante est obtenue comme
extension d"une nouvelle opérade que nous avons appelée opérade dupliciale gauche, engen-
drée par deux produits binaires « et » qui satisfont pour tous éléments x, y et z :

(xpy)pz=x» (y»2z)

(x> y) dz=x» (y €42)

(xqy) dz=x < (y»2)
Proposition 3.3.29. Comme les algebres dupliciales et dendriformes libres sur un générateur, l'al-
gebre dupliciale gauche libre sur un générateur est engendrée en tant qu’espace vectoriel par les arbres
binaires plans. Les opérations <« et ®» sont définies sur deux arbres binaires plans S = V (S, S;) et
T =V(T}, Ty) par :

Tw»S=V(Tw»S,S)etT 4S=V(T, T, »S).
Les coproduits codupliciaux gauches satisfont les relations duales.
Nous pouvons alors formuler les théoremes de rigidité correspondants :

Proposition 3.3.30 ([BD20] Théoréme de rigidité pour les bigebres dendriformes codupli-
ciales gauches). Toute bigebre connexe dendriforme codupliciale gauche satisfaisant les relations
mixtes distributives suivantes est libre et colibre sur I'espace vectoriel de ses éléments primitifs :

Ad(T > S) =T > Aa(5)1 @ Aa(S)2
AT <S) =TRS+T < Ap(S)1 @A (S)2+ Aa(T)1 @ Ag(T)2 %S
Ap(T=S)=T®S+T*Ap(5)1®Ap(S)2+Ap(T)1 @Ap(T)2 =S
A (T <5)=08p(T)1 @Ap(T)2 < S
Proposition 3.3.31 ([BD20] Théoreme de rigidité pour les bigebres dupliciales codupliciales

gauches). Toute bigebre connexe dupliciale codupliciale gauche satisfaisant les relations mixtes dis-
tributives suivantes est libre et colibre sur I’espace vectoriel de ses éléments primitifs :

A<(TDS) = TI>A<(S)1 ® Aq(S)2

AT<S)=AqT)1 @ALT)2<S
(TDS) T®S+TI>A>(S)1®A>(S)2+A>(T)1®A>(T)2DS
Ap(T<S) =By (T)1 @Dy (T)2<S

Proposition 3.3.32 ([BD20] Théoreme de rigidité pour les bigebres dupliciales gauches co-
dupliciales gauches). Toute bigebre connexe dupliciale gauche codupliciale gauche satisfaisant les
relations mixtes distributives suivantes est libre et colibre sur I’espace vectoriel de ses éléments pri-
mitifs :

AT 4S)=TRSHA(T)1 QA(T)2» S+ T 4Ap(S)1 @A(S)2
ATw» S)=Twr Aq(S)1 @ A(S)2

L (T 45) = An (T); @ An (T); 45
Ap(Tr» S)=TRSH+Ap(T)1 QAp(T)2» S+ T w» Ap(S); @A(S)2

Exemple 3.3.33. Les produits introduits par Vong dans [Vonl6] pour prouver la liberté
de l'algebre dendriforme FQSym sur les mots tassés satisfont les relations codupliciales
gauches. Dualiser ces opérations en coproduits donne une réécriture algébrique de la preuve
de Vong puisque les opérations dendriformes et codupliciales gauches satisfont les lois
mixtes distributives du théoreme 3.3.30 A
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Opérade dendriforme et treillis de Tamari

Un corollaire de 1’étude des relations de compatibilité pour les bigebres dendriformes
codendriformes est I’énumération du cardinal de certains intervalles du treillis de Tamari
dont nous rappelons la définition dans la section Le lien entre treillis de Tamari et
opérade dendriforme a été établi par Loday et Ronco et nous permet de calculer le cardinal
des intervalles du treillis de Tamari de la forme [T > S; T < S] ou > et < sont les produits
dupliciaux sur les arbres binaires plans définis ci-dessus

Proposition 3.3.34 ([LRO2; Cha07]]). Le produit de battage x et les produits dupliciaux sur les
arbres binaires plans sont reliés par :

[T>S;T<S]={X|Xe€TxS},
pour tous arbres binaires plans T et S.

Proposition 3.3.35 ( [BD20]). Le nombre d’éléments dans les intervalles de type [T > S; T < S| est
donné par :

[To 5 TS| = (RT-I-Ls—l)

Ls

oit Rt est le nombre de sommets sur la branche la plus a droite de I’arbre binaire plan T et Lg est le
nombre de sommets sur la branche la plus a gauche de I'arbre binaire plan S, pour tous arbres binaires
plans T et S.

Bigebres terpliciales et tridendriformes

Définition 3.3.36. Une algebre terpliciale est un espace vectoriel V muni de trois produits
binaires {<, V, >} satisfaisant les relations suivantes :

> et V sont associatives,
(x<ay)<z=x<(y>z)
(xpy)<dz=xp>(y<z)
(xVy) <z =xV(y<z)
(x>y)Vz =xp> (yVz)
(x<ay)Vz =xV(y>2z)
Toutes les équations sauf la deuxieme et la derniere coincident avec les relations satis-

faites par l'algebre terpliciale introduite par Novelli et J.-Y. Thibon dans [NT20].
Nous pouvons maintenant décrire les algebres terpliciales libres.

Théoreme 3.3.37 ([BD20]). Comme I'algebre tridendriforme libre, I’algebre terpliciale libre sur un
espace vectoriel V est engendrée en tant qu’espace vectoriel par les arbres plans dont les feuilles sont
décorées par les éléments d'une base de V : Ter(V) = ®K.T, ®g, V", oit T,, désigne I'ensemble
des arbres plans avec n feuilles. Ainsi, la dimension de I’espace des opérations d’arité n est donnée par
les nombres de Schroeder-Hipparchus. Les opérations <, > et V sur les algebres terpliciales libres sont
définies récursivement comme suit, pour tous arbres plans T = \V/ (t1,...,tn) et S = V(s1,...,5m),
notant & l'arbre vide :

TS = \/(tl,...,tn_l,tnDS)
TVS = \/(tl,...,tn_l,tnbsl,SQ,...,Sm)
TS =V(T>sy,82...,5m),

avec > T =Tz =T.
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. k4

Exemple 3.3.38. Si T = \>/ etS = \:«', les produits sont donnés par :

Y S ¢

., N4 e

TeS= ' T<aS= N etTvS= \.. A

En dualisant les relations précédentes, nous obtenons la notion de cogebre coterpliciale,
ce qui nous permet de définir les bigébres terpliciales.

Définition 3.3.39. Une bigebre terpliciale est un espace vectoriel H muni d"une structure d’al-
gebre terpliciale (#,1>, V,<) et de cogebre coterpliciale (#, A., Ay, Ag) satisfaisant les lois
mixtes distributives suivantes :

AD(TDS) =TRS+A(T)1 @DM:(T)2>S+ T A(S)1 ®A(S)2
AL (TVS) =Au(T)1 @ As(T)2VS
As(T<S) =0s(T)1 @ As(T)2<S
Av(TeS) =T>Av(5)1 @ Av(S)2
Ay(TVS) =T ®S + Ay(T); @ Ay(T)2VS + TVAy(S); @ Av(S)2
+A4(T) RA4(T)2>S+T<A(S)] @ A (S)2
AV(T<IS Av(T)1 ® Ay(T)2<S

) =
Aq(T>S) =T>A4(S)1 @ Au(S)2
Ao(TVS) =TVAL(S)1 ® Aq(S)2
Ad(T<S)=TRS+A(T)1 @D4(T)2>S+T<A(S)1 ®A(S)2 -

Proposition 3.3.40 ([BD20] Théoréme de rigidité pour les bigébres terpliciales coterpliciales).
Toute bigebre conilpotente terpliciale (coterpliciale) est libre et colibre sur I'espace vectoriel de ses
éléments primitifs.

Définition 3.3.41. Une bigebre tridendriforme coterpliciale est un espace vectoriel H muni d'une
structure de cogebre coterpliciale (#, Ay, Ay, Aq) et d'une structure d’algebre tridendriforme
(H, <,, ») satisfaisant les lois mixtes distributives suivantes :

Au(T < S) =(8s(T))1 @ (As(T))2 < S
A (T-S) =(As(T))1 ® (Bs(T))2- S
A(T = S) =T®@S+ (Ax(T))1 ® (As(T))2 = S+ T * (As(S5))1 @ (Ax(S))
AV(T =< 5) :(AV(T))1 ® (Av(T))z < S
) (Av(T))1® (Av(T))2-S+T-(Av(5))1 @ (Av(S))2+

® (
(Aa(T))2 = S+T < (A(S5))1 ® (A(S))2

AQ(T))1®
Av(T = 8) =T = (Av(5))1 @ (Av(S))2
AT <S) =T®S+ (Aq(T))1 ® (Aa(T))2 xS+ T < (As(S5))1 @ (Ax(S))
Ag(T-S) =T+ (Aa(S))1® (Ba(5))2
Ay(T = S) =T = (A4(S))1 @ (A4(S))2

ou*x => + < +-.

Proposition 3.3.42 ([BD20] Théoreme de rigidité pour les bigebres tridendriformes coterpli-
ciales). Toute bigebre conilpotente tridendriforme coterpliciale est libre et colibre sur I'espace vectoriel
de ses éléments primitifs.









CHAPITRE 4

Posets, algebres et polytopes : de 'associaedre aux nestoedres

Je présente dans ce chapitre deux travaux reliés aux polytopes : d"une part, la construc-
tion d"une structure tridendriforme sur les faces de certaines familles de polytopes d"hyper-
graphe, qui se relie a un ordre sur ces mémes faces [CDO25b|;|CDO25a]]. D’autre part, je pré-
sente comment "étude d’une variante de posets des partitions permet le calcul du nombre
de régions de n copies de I'arrangement de tresses en position générique et les conséquences
algébriques de ce calcul en termes de diagonale du permutoeédre [Del+23].

4.1 Associaédres et permutoédres

Les associaedres (aussi appelés polytopes de Stasheff) [Sta63|; Pos09; | CEZ02; Lod04] et les
permutoédres [Pos09] sont des réalisations géométriques du treillis de Tamari (voir et
de l'ordre faible sur les permutations (voir 1’exemple respectivement. Ils sont des cas
particuliers d’associaedres de graphes [CDF11] et de polytopes d’hypergraphe [DP15](aussi
connu sous le nom nestoedre [Pos09]). Nous faisons dans cette section un court rappel des
structures algébriques connues sur les faces de ces deux polytopes.

4.1.1 Posets sur les faces de 'associaédre et du permutoédre

Les faces de dimension nn — k de I’associaedre de dimension n sont indexées par les arbres
de Schréder (voir[3.3.5) avec k + 1 sommets internes et 1 + 2 feuilles. Ses sommets sont plus
spécifiquement en bijection avec I'ensemble des arbres binaires plans a n + 2 feuilles. Le
treillis des faces de l'associaédre est donné par l'inclusion des faces, qui correspond a la
contraction des arétes internes d'un arbre de Schroder. L'associaedre de dimension 2 est
représenté a gauche de la figure [d.1.1]

Palacios et Ronco [PR06, Définition 30] ont muni ’ensemble des faces de 1’associaedre de
l'ordre partiel obtenu par cloture transitive des relations de couvertures de la figure 4.1.2)
qui étend 1’ordre de Tamari défini sur les sommets de 1’associaedre.

Chapoton [Cha00] a montré que les faces de dimension n — k du permutoedre de di-
mension 1 sont en bijection avec 1’ensemble des surjections de [n] dans [k], aussi appelées
compositions d’ensemble (voir 2.6.2) et mots tassés [NTO6](voir[3.3.5). Les sommets du permuto-
edre sont plus spécifiquement en bijection avec les permutations de [n]. Le treillis des faces

87
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XY
231 121 132
A4 Xy
221 122
V4 X/ 321 123
NV X/ 211 112
12 9212 213

N2 72 % 3

FIGURE 4.1.1 - A gauche : L'étiquetage des faces de ’associaédre K¥*<¥<Z en termes d’arbres
plans.
A droite : 'étiquetage des faces du permutoedre P1*¥2} par des surjections f : {x,v,z} — [i],

pour 1 < i < 3, notant f(x)f(y)f(z) pour (f(x), f(y), f(2)).
©Image de Jovana Obradovi¢

t -ty S1 .-+ Sk
Wsk f1 -+ tp S1 .-+ Sk f1 -+ tp S1 --- Sk f W
g W 7 W g

FIGURE 4.1.2 — Relations de couverture de I'ordre de Palacios-Ronco sur les faces de 1’asso-
ciaedre qui étend 1'ordre de Tamari

du permutoédre (pour l'inclusion) est le treillis des compositions d’ensembles (voir 2.6.2).
Le permutoédre de dimension 2 est représenté a droite de la figure
Nous avons établi dans [DJR22] le lien entre poset des 2-partitions non croisées (voir

2.8.3) et faces du permutoedre :
P

Proposition 4.1.1. [DJR22|] Le sous-poset de *I1,, des arbres de parking qui sont des peignes droits
est isomorphe au treillis des faces du permutoedre.

Palacios et Ronco [PR06, Lemme 17] ont introduit I'ordre obtenu par cloture transitive
des relations de couverture suivantes. Cet ordre étend aux compositions d’ensembles 1’ordre
de Bruhat faible des permutations :

(All .. /Ai—ll Al/ Al+1/ ey An) < (All e /Ai—ll Al U Ai+1/ .. /ATZ)
(All < /Ai—ll Ai U Ai+1l v /An) < (All sy Ai—l/ Ai-l—ll Ai/ R An)

six <y, pour tout x € A; ety € A;1 (ce que nous noterons A; < A;;1 dans la suite).

4.1.2 Lien entre produits algébriques et ordres

Nous avons rappelé dans la section les structures dendriformes sur les sommets
de l'associaédre (arbres binaires plans) et du permutoédre (permutations). Loday et Ronco
[LRO2] ont de plus montré les résultats suivants reliant structures dendriformes et dupli-
ciales sur les arbres binaires plans (resp. sur les permutations) et treillis de Tamari (resp.
ordre faible) :

Proposition 4.1.2 ([LRO2], (2)). Soient b et d deux arbres binaires plans. Le produit de battage * de
ces deux arbres se relie a I'ordre de Tamari <1 comme suit

bxd= Y, ¢ (4.1.1)

bed<re<rbad
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oit (1>, <) sont les deux produits dupliciaux sur I'espace vectoriel des arbres binaires plans (voir[3.3.5).
Soient o et T deux permutations. Le produit de battage * de ces deux permutations se relie a I'ordre
faible <y comme suit

TxT = Y. c. (4.1.2)

o.(t+m)<wey (t+m).o

Les produits associatifs des algébres de Hopf de Loday-Ronco et Malvenuto-Reutenauer
ont été étendus en des produits associatifs sur I’ensemble des faces de 1’associaédre et du
permutoedre, c’est-a-dire les arbres de Schroder et les surjections, par Loday-Ronco [LRO2]
et Burgunder-Ronco [BR10] (voir . Palacios et Ronco ont formulé des liens analogues
a la proposition reliant les produits de battage aux ordres définis dans le méme papier
et rappelés a la section précédente [PR0O6, Théoréme 51 et Proposition 58].

4.2 polytopes d’hypergraphe aka nestoedres

Les associaedres et les permutoedres sont deux instances d'un certain type de polytope
appelé nestoedre. Les nestoedres ont été introduits de maniere indépendante par Postnikov
dans [Pos09] et Feichtner et Sturmfels dans [FS05]. Ils peuvent étre définis dans un premier
temps comme des sommes de Minkowski de simplexes, dont les faces sont indexées par des
ensembles nichés. Généralisant les associaédres de graphes introduits dans [CDO06;; ZelO6],
DosSen et Petri¢ [DP11] en ont donné une interprétation en termes de troncations de sim-
plexes encodées par un hypergraphe, les nommant polytopes d’hypergraphes. Nous rappelons
d’abord leur définition au paragraphe suivi d'un paragraphe d’exemples

4.2.1 Définitions des polytopes d’hypergraphes

Nous considérons un hypergraphe H sur n sommets tel qu’introduit au paragraphe
avec les conditions supplémentaires que V(H) € E(H) et pour toutv € V(H), v € E(H). De
plus, dans tout ce chapitre, nous identifions H et E(H) et notons simplement H pour V(H).

On identifie les facettes (faces de codimension 1) du simplexe de dimension n — 1 avec
les sommets de H. Pour chaque sous-ensemble connexe X de H de taille au moins 2, le
nestoedre (ou polytope d’hypergraphe) correspondant est obtenu en tronquant I'intersection
des facettes étiquetées par un élément de X. Si toutes les arétes de H sont de cardinal 2, le
polytope obtenu est un associaédre de graphes, tel qu’introduit dans [CDO6/;|Zel06].

Exemple 4.2.1. U'hypergraphe & gauche de la figure[d.2.T|prescrit les troncations du simplexe
décrites a droite de cette méme figure. En effet, a I’aréte {x, 1, v} correspond la troncation du
sommet opposé a la face y (intersection des faces x, u et v) et aux arétes {y, x}, {x,u}, {x, v}
et {u, v} correspondent les troncations de quatre arétes de la figure.

Si H est un hypergraphe et X un sous-hypergraphe connexe de H, on note Hyx := {Z |
Z € Het Z C X}, et H\X = Hpyx. Si HY,...,HX sont les composantes connexes de
I'hypergraphe H\ X, nous noterons :

en omettant les exposants X quand il n’y a pas d’ambiguité.

Exemple 4.2.2. Reprenant '’hypergraphe de la figure nous avons la décomposition :

H, {x} ~ {y}, {{u}, {0}, {u,0}}.
A
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FIGURE 4.2.1 — A gauche, un hypergraphe. A droite, le polytope correspondant, vu comme
un tétraedre tronqué.
©Image de Jovana Obradovic

Les faces du polytope d’hypergraphe associé a un hypergraphe H sont en bijection avec
des arbres de Cayley, que nous appelons constructions, dont les sommets sont décorés par
des ensembles non vides de sommets de H. Les constructions sont définies récursivement :

Définition 4.2.3 ([COI19])). Soit & # Y C V(H).

SiY = H, alors l’arbre a un seul sommet étiqueté par Y est une construction que nous notons
Y.

SiH,Y ~ Hy,...,Hy, etsiTy,..., T, sont des constructions respectives de Hy, ..., H;, alors
I'arbre obtenu en greffant Ty, . .., T, sur un sommet décoré par Y est une construction de H.
Nous la notons Y(Ty, ..., T,) etnotons Y = root(Y(Ty,..., Ty,)).

Nous notons T : H si T est une construction de H et notons C(H) l'espace vectoriel
engendré par les constructions de H.

Remarque 4.2.4. Nous représenterons les singletons sans accolade. Par exemple, a la place

de {x}({u,v},{y}) et {x}({u}({v}),{y}), nous écrirons x({u,v},y) et x(u(v),y) et les re-

présenterons graphiquement comme suit :

{u, v}vy Zk/y
T et

T

respectivement.

Exemple 4.2.5. Reprenant I'hypergraphe de la figure|4.2.1) 'arbre  *  est une construction

Ty v
v

de I'hypergraphe, mais les arbres * et =

ne le sont pas. A

Remarquons que les constructions sont des pré-posets, c’est-a-dire des relations binaires
réflexives et transitives.

La représentation des faces comme constructions encode alors particuliérement bien 'in-
clusion : la contraction d"une aréte d"une construction c représentant une face de dimension
p correspond a la construction encodant une face de dimension p + 1 contenant ¢, comme
représenté ci-apres :



4.2. polytopes d’hypergraphe aka nestoedres 91

Tll’ . ‘Tlm Ty Ty Tll‘ . 'Tlm Ty T

N

Y XUY

Un raffinement de cet ordre sera introduit au paragraphe [4.5.1

4.2.2 Familles de polytopes d’hypergraphes

Nous donnons maintenant des exemples de familles de polytopes d’hypergraphes, en
commengant par la famille des simplexes, qui est celle obtenue sans aucune troncation. Une
vue synthétique (mais non exhaustive) des familles de polytopes présentées est disponible

sur la figure

Exemple 4.2.6. Les simplexes sont “encodés

2 17

par les hypergraphes
={{x} [xeXU{{X}},

qui nont qu’une seule aréte contenant tous les sommets. Les constructions associées ont la
forme suivante :

WNy2 . Yk

N

Y

ou@ CY C Xet{y,...,yx} = H\Y. Les constructions sont alors en bijection avec chacune
des deux familles d’objets suivantes :

e sous-ensembles non vides de X,

e ensembles pointés, c’est-a-dire les paires (X, Y) représentant ’ensemble X dont on a
pointé une partie des éléments (Y).

Dans l'illustration de la figure nous associons a chaque face du simplexe S{¥¥/#7}
la construction correspondante. Les faces du tétraédre sont associées avec les éléments de
I’ensemble {x,y,u,v} (en gris et désigné par des fleches en pointillés). La construction asso-
ciée a une face définie comme l'intersection des facettes contenues dans un sous-ensemble
@ CY C {x,y,u,v} asaracine étiquetée par {x,y,u,v}\Y. De plus l'intérieur du simplexe
est la construction a un seul sommet {x,y,u,0} . En particulier, les faces de dimension k sont
étiquetées par les constructions dont la racine est un ensemble de taille k + 1. A

Nous illustrons dans 1'exemple suivant comment associer a un hypergraphe les tronca-
tions correspondantes et comment les constructions étiquetent les faces de cette troncation.

Exemple 4.2.7. Considérons la suite d’hypergraphes suivantes sur ’ensemble des sommets
{x,y,z}, qui s’étend de I'hypergraphe sans aréte de taille 2 jusqu’a I’hypergraphe complet,
chaque hypergraphe de la suite étant obtenu a partir du précédent par I’ajout d"une unique
aréte de taille 2

Yy—z y—z

Triangle Carré — Pentagone — Hexagone
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FIGURE 4.2.2 — Présentation synthétique des principaux polytopes d"hypergraphes
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FIGURE 4.2.3 — Simplexe dont les faces sont étiquetées par les constructions correspon-
dantes.
©Image de Jovana Obradovic

Ces quatre hypergraphes encodent tous les polytopes d’hypergraphe de dimension 2 pos-
sibles. Nous illustrons sur la figure[4.2.4| ci-apres la description complete du treillis des faces
de ces polytopes en termes de constructions (et sur la figure en termes de tubages).

Nous expliquons maintenant la suite des troncations correspondant a un hypergraphe
donné. Partant d"un simplexe de dimension 2 (un triangle donc) dont les facettes sont iden-
tifiées avec x,y et z, le polytope correspondant a '’hypergraphe du triangle n’a aucune tron-
cation et est donc un simplexe. L'hypergraphe du carré encode une troncation du sommet
en bas a gauche (a I'intersection des facettes y et z). L'hypergraphe du pentagone prescrit en
supplément une troncation du sommet en bas a droite (a l'intersection des facettes x et y).
Pour finir, I'hypergraphe de 1'hexagone impose de plus une troncation du sommet le plus
haut (a l'intersection des facettes x et z) : le polytope d’hypergraphe correspondant a ainsi
tous ses sommets tronqués.

L’association des constructions aux faces géométriques suit ensuite les regles suivantes.
Pour le triangle, nous procédons comme décrit a 1'exemple Du triangle au carré, la

Yy Z
troncation du coin en bas a gauche se traduit combinatoirement par le fait que 1’arbre \x/ ,

qui est une construction de I’hypergraphe du triangle, n’est pas une construction de 1'hy-

Yo 9z
pergraphe du carré. En effet, comme {y,z} est connexe dans I'hypergraphe carré, \x/ se

trouve remplacé par trois nouvelles constructions encodant deux sommets et une aréte :
y z
z} , 3/{ et v, Zx}I .

Les autres faces du carré ont la méme description en termes de constructions que dans le
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z

Yy Yy Yy
ek

(©)

(d)
FIGURE 4.2.4 — Les polytopes d’hypergraphe de dimension 2 (a isomorphisme pres)
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95

(©) (d)
FIGURE 4.2.5 - Figure en termes de tubages (cf. [CDO6, Figure 1]).
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U

v

{z,u,v}
{z,u} :
.............. yI I{y, v}:-:
vt . - \
ol — V N\ e
’ ,,' (- \\\ z,y
@y, U}i SN
\ \‘\ A \\
i
oo ol I{w,y,u} R Y
z

FIGURE 4.2.6 — L'appariement des constructions aux facettes du polytope encodé par 'hy-

pergraphe ayant pour arétes H = {{x,y}, {x,u}, {x,v}, {u, 0}, {x,y,u,v}}.
©Image de Jovana Obradovic¢

triangle. On procede ensuite de méme pour les troncations suivantes qui ménent au penta-
gone (associaedre de dimension 2), puis a '’hexagone (permutoedre de dimension 2) : chaque
troncation remplace un sommet par deux sommets et une aréte. A

Exemple 4.2.8. Un exemple un peu plus développé que celui de I'exemple est présenté
sur la figure Les quatre faces de dimensions 2 (roses) issues du simplexe originel ont
une description de leur construction associée analogue. Par exemple, la face correspondant

a la face du simplexe étiqueté par x sera étiquetée par la construction {y, 4, ;‘}j . Nous n’indi-

quons donc que les constructions différant de celles du simplexe sur des facettes. En effet, le
lien entre facette et constructions s’étend de maniere non ambigué aux faces de dimension

plus petite. Par exemple, I'unique aréte commune aux faces Lo, Z}I et I% z}}: est associée
. dou .
a la construction {v (nous ne la précisons donc pas sur la figure). A
y

Nous donnons maintenant deux exemples de polytopes d’hypergraphe qui ne rentrent
pas dans le cadre des associaédres de graphes : les hypercubes et les érosoédres.

Exemple 4.2.9 (Hypercubes). Pour un ensemble fini ordonné X = {x; < --- < x,}, consi-
dérons I'hypergraphe

CX = {{x1}, . fea U | 1<i<i} [ 1<i<n}

Les constructions de CX sont en bijection avec les mots de longueur 7 sur I'alphabet {+, —, « }
qui commencent par +, et décorent donc les faces d'un hypercube de dimension (n — 1)
(voir [CDO25b]). Nous avons d’ores-et-déja listé les constructions de I’hypercube Ccly<z<x}

en haut a droite de la figure
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O

FIGURE 4.2.7 — Erosoédres en dimension 2 et 3

Exemple 4.2.10 (Erosoedre). Ils sont obtenus en tronquant tous les sommets du simplexe.
Leur nom vient de I’analogie avec 1’érosion des rochers. Les érosoédres de dimension 2 et 3
sont représentés sur la figure Les hypergraphes associés sont donnés par :

EX = {{xi},.. {a} Uy [ £} [1<i<n},

ou X = {xy,..., %}
Les constructions de I’érosoédre sont de la forme :

Y1 ... Yk

V1 ... Vk
W (avec |Y| >2) ou 2 :

Y X

Le nombre des faces de 1'érosoedre est donné par :

Lemme 4.2.11. Le nombre de sommets de I'érosoedre de dimension n est n(n + 1) et le nombre de
faces de dimension k est (n — k)(,l;). Le nombre total de faces est donc de 2"~ (n +2) —2n — 1
pourn > 1.

A

Exemples 4.2.12. Les associaédres et les permutoeédres introduits a la section [4.1] sont aussi
des polytopes d’hypergraphe (et méme des associaedres de graphes). Ils sont obtenus a
partir des graphes linéaires et complets respectivement :

KX = {{xl}/- . -/{xi’l}/ {x11x2}/' . '/{xnfllxn}/ {xlz- . -;xn}}/
pour X = {x; < --- < x,}, et

PX = {{x1},.... {xu}, {x1,... 20} } U Hxixj} [1<i#j<n}

pour X = {x1,...,Xxn}.

Les constructions de KX (resp. PX) sont en effet en bijection avec les arbres plans (resp. les
surjections). L'étiquetage permettant d’identifier les arbres plans avec les constructions de
I’associaédre est obtenu en généralisant la bijection des arbres binaires de recherche : étant
donné un arbre plan dont la racine est d’arité p + 1, on étiquette la racine par {x; ..., x;,},
et chaque sous-arbre Ty, ..., T, récursivement de telle manieére que la condition max T] <
X, < minTjq soit vérifiée pour tout 0 <j < p—1.

Pour les permutations, on peut ordonner I'image d’une surjection f : [m] — [n] comme
une construction linéaire f~1(n)(f ~'(n —1)(...(f~'(1)))) de hauteur n. Dans la figurem
nous montrons la correspondance entre arbres plans (resp. surjections) et constructions de
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l’associaedre (resp. permutoedre) de dimension 2 comme représentées sur la figure [4.2.4(c)

(resp. figure [#.2.4(d)).
A

Nous introduisons dans la section une maniere de construire des familles de po-
lytopes d’hypergraphe qui satisfassent les conditions (cf. pour la construction d'un
produit associatif. Nous y présentons un dernier exemple de famille de polytope d hyper-
graphe appelée frisoedre.

4.3 Tubages, ensembles nichés et constructions

Les constructions introduites dans [COI19] et utilisées dans [CDO25b| et [CDO25a] sont
une description alternative des tubes et tubages (tubings) et des ensembles nichés présents
dans la littérature des associaédres de graphes [CDO06] et des nestoedres [Pos09]. Rappelons
d’abord la définition des tubes ou ensembles de construction (building set en anglais) et des
tubages ou ensembles nichés (nested set en anglais). Les ensembles nichés ont été introduits
par De Concini et Procesi [DP95] dans le contexte des arrangements d’hyperplans. Ils ont
été formulés en termes de semi-treillis supérieur (c’est-a-dire des posets dont tout sous-
ensemble admet une borne supérieure) par Feichtner et Miiller [FMO5a]. Ils ont aussi été
utilisés pour la description des faces des nestoédres par Postnikov [Pos09]. Nous reprenons
ici les définitions d’ensembles de constructions (tubes) et ensembles nichés (tubages) selon
Feichtner et Miiller parce que ce sont les plus générales que nous utilisons (dans [DD25a]).
Les définitions de Postnikov correspondent a prendre des sous-treillis du treillis booléen,
obtenu en prenant les sous-ensembles de sommets connexes des graphes considérés.

Définition 4.3.1. [FMO05a, Définition 2.1] Soit £ un semi-treillis supérieur dont le maximum
est noté 1. Un sous-ensemble G de £ -1 (£ privé de son maximum) est un ensemble de briques
(en anglais, building set ou tube) si, pour tout élément x € L_j et min{g € G|g > x} =
{g1,--., 8}, il y a un isomorphisme de posets

k
[Tis; 11 = [x,1] 43.1)
=1

envoyant (i,. s s i) sur g;.

Exemple 4.3.2. Dans le poset I1,, I'ensemble de briques le plus petit B, est 'ensemble
des partitions ayant exactement une part non triviale (de cardinal supérieur ou égal a 2).
L’ensemble de briques le plus grand Bpax est IT,, \ 1.

Dans le treillis booléen dual By (ordonné par la contenance, dont le maximum est I’ensemble
vide), cette condition revient a celle de Postnikov : un ensemble de briques est un ensemble
B de sous-ensembles non vides tels que, pour tout ensemble non vide v, l'intervalle [v; &
soit isomorphe au produit [by; @] X ... X [b; &], ott pour tout i, b; € B, b; C x et il n’existe
pas dec € Btel que b; & ¢ C x. Cela nest possible que si ’ensemble {b;, ..., by} forme une
partition de x. Postnikov [Pos09, Definition 7.1] a reformulé ces conditions comme :

e Sil,JeBetIN] #@,alorsIU] € B

* B contient tous les singletons.
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Définition 4.3.3. [FMO05a, Definition 2.2] Soit £ un semi-treillis supérieur et G un ensemble
de briques de £. Un sous-ensemble S de G est un ensemble niché si, pour tout k-uplet d’élé-
ments incomparables (x1,...,x¢) de S (k > 2) la borne inférieure x1, ..., x; existe et n’est
pas dans G.

Exemple 4.3.4. Je présente dans la section des ensembles nichés associés au poset des
hyperarbres, appelés arbres de fusion.

Considérant le treillis booléen, on retrouve la définition d’ensembles nichés de Postnikov
[Pos09, Definition 7.3]. A

L'ensemble des G-ensembles nichés forme un complexe simplicial V' (£, G). Le complexe
d’ordre niché N(L, L&) coincide avec le complexe d’ordre A(L_;). Plus généralement,
nous avons :

Proposition 4.3.5. [FMO05a, Proposition 3.3] Le complexe des ensembles nichés N' (L, G) est homo-
tope au complexe d’ordre A(L_3).

Exemple 4.3.6. Pour les posets des partitions I1,, le complexe N (I, Bnin) des ensembles
nichés muni du cobord coincide avec la construction cobar et le complexe N (I1,;, Bmax) des

ensembles nichés muni du cobord coincide avec la construction cobar a niveaux (cf. section
3.2.2). JAN

Nous établissons maintenant le lien entre constructions et ensembles nichés. Considé-
rons un hypergraphe H et une construction C de H. L'union des étiquettes L(S) = Uycy ()0
d’un sous-arbre S de C correspond a un ensemble de briques (building set). L'ensemble
{L(S)|S sous-arbre de C} correspond alors a un ensemble niché (nested set). Dans le cas out
I'hypergraphe H considéré est un graphe, chaque L(S) correspond a un tube tel qu’introduit
dans [CD06|]. Un exemple de cette correspondance est proposé a la Figure qui reprend
la figure en termes de tubages / ensembles nichés. Une caractérisation inductive des
constructions en termes d’ensembles nichés est proposée dans [COI19, Proposition 2].

4.4 Produitde battage et produits g-tridendriformes sur les faces
des nestoédres

La description des faces des polytopes d’hypergraphe en termes de constructions don-
née dans [COI19] est le cadre idéal pour adapter les algebres de battage et tridendriformes
présentées a la fin de la section a d’autres familles de polytopes. Le produit de battage
que nous présentons dans cette section sur les faces de certaines familles de nestoedres étend
celui introduit par Ronco [Ron12] sur les associaédres de graphes [CDO06] en I’adaptant a de
nouvelles familles, telles que les restrictoedres et les frisoedres.

Dans nous introduisons une condition (nommée "stricte") sur la famille de poly-
topes considérée pour que 1'ensemble des faces soit muni d"un produit de battage et d'une
structure g-tridendriforme, pour un g arbitraire. Ces produits sont ensuite définis récursive-
ment Nous montrons que les associaedres et les permutoedres rentrent dans ce cadre,
de méme que toutes les familles de type restrictoedres, étudiées au qui sont obtenues
par restriction d’un hypergraphe infini donné.

Nous introduisons ensuite au une définition non récursive du produit de battage
obtenu en termes de restrictions qui s’avere étre capitale a la fois pour 'extension de
et pour la preuve du lien entre ordre sur les faces et produit de battage de

En affaiblissant les conditions demandées sur la famille de polytopes, nous sommes en
mesure au de définir un produit de battage et des produits —1-tridendriformes sur
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une classe d’exemples plus large contenant le simplexe, I’hypercube, le cycloedre et une
nouvelle famille de polytopes que nous appelons I'érosoedre.

4.4.1 Equipes strictes, clans et délégations

La premiere étape pour pouvoir définir le produit de battage est de fournir un cadre
adéquat. Lorsque 1’on définit une application, il est important de définir les ensembles de
départ et d’arrivée considérés. De méme, avant de définir nos produits, il est important de
préciser les polytopes d’hypergraphe dont nous considérons les constructions. Pour alléger
les notations, nous identifierons le polytope considéré et un hypergraphe associé.

Commencons d’abord par expliquer sur I'exemple du permutoedre le type de condition
nécessaire a une définition inductive d’un produit de battage. La premiere étape est de re-
formuler le produit introduit dans en termes de constructions. La surjection f = 121
de l'exemple précédent est alors une surjection de [3] dans [2], avec f~1(1) = {1,3}
et f71(2) = {2}. Nous représentons donc f comme une construction 2({1,3}) de PP,
La surjection g = 21 est représentée comme une surjection 4(5) de P{4%}. En termes de
constructions, f - g et f < ¢ se reformulent alors :

frg = {241({135})+{24}(5({13}))+{24}({13}(5))
f=8 = 2({1,34}(5))+2(4({1,35}))+2(4(5({1,3})))+2(4({1,3}(5)))+2({1,3} (4(5))),

out {2,4}({1,3,5}) correspond a la surjection 12121, etc. .

De maniére combinatoire, pour obtenir une construction C apparaissant dans f * g nous
procédons comme suit : nous choisissons la racine de C comme étant celle de f, celle de g ou
I"'union des racines de f et g, puis construisons récursivement le reste de C. Nous obtenons

alors :
f-g = {241({1,3} *5)

f=g = 2({1,3} %4(5))
= 2({1,3,4}(5)) +2(4({1,3} %5)) +2({1,3}(4(5))).
et f > ¢ de maniere analogue.

Ici, chacun des produits est une application de C(PPl) x ¢ (P{#5}) — C(PPl). A priori, on
ne souhaite calculer que des produits de C(PIUKl) x ¢ (PIk+171) dans C(PI"]). Néanmoins,
la définition récursive du produit fait intervenir des calculs de produits de C(P") x C(PW)
dans C(PV“"W) pour n’importe quels ensembles finis V et W. Dans I'exemple considéré, le
produit {1,3} % 5 apparait. Cependant, étant donnée une famille d’hypergraphes &I, consi-
dérer tous les produits C(H) x C(I) dans C(J), avec ] = HUI et H,I,] € U serait trop
contraignant puisque certains de ces triplets d’hypergraphes pourraient ne pas vérifier les
conditions permettant 1’associativité.

Suivant la terminologie introduite dans [CDO25b], on appelle équipe les couples qui
"rentrent en jeu", c’est-a-dire les ({H, | a € A}, H) (avec A fini et H = | ,c4 H,) pour les-
quels on considere des produits [[,c 4 H, — H, clan 'ensemble des équipes en jeu, univers
I'ensemble des hypergraphes considérés et délégation une paire

0=({Cs:Hy|lae A}, H) telleque t:=({H,|ac A},H)c€E,

ou C, est une combinaison linéaire de constructions de H,, sur laquelle le produit s’ap-
plique. Notez qu’un univers donné peut contenir plusieurs hypergraphes différents sur un
ensemble de sommets fixé : c’est le cas de l'univers des érosoedres (exemple qui
contient a la fois les hypergraphes des érosoedres et ceux des simplexes.
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Exemple 4.4.1. Considérons 1'univers contenant tous les (hypergraphes de) permutoedres
PX. Un exemple d’équipe est donné par :

TP = <{P{"‘}/ P{*’*}/ P{*}/ P{*} }/ P{"‘,*,Q,*’*}> . (4'4'1)

A

4.4.2 Produit de battage d’une délégation

Considérons maintenant un univers 4 d’hypergraphes connexes, on définit le produit de
battage d'une délégation 6 = (C;),.4 constituée entierement de constructions (et non de
combinaison linéaire de constructions), avant de 1’étendre par linéarité :

Définition 4.4.2 ((CDO25b]). Le produit de battage d"une délégation 6 = (C;),. 4 sur une
équipe ({H, | a € A}, H), ou C, est une construction de racine X, pour touta € A, est donné

par:

«(0) = Y P17 g (8), ot x5 (8) = (| Xp)(x(67),...,%(s8)). (4.4.2)

YCBCA beB

Ce produit de battage coincide avec celui introduit par Loday et Ronco [LRO2] et Bur-
gunder et Ronco [BR10] sur les associaédres et permutoedres respectivement.

Pour assurer 'associativité de ce produit, nous devons imposer une condition sur I’en-
semble des équipes considérées pour que deux éléments comparables dans un des termes
du produit restent comparables dans le résultat final.

Définition 4.4.3 ([CDO25b]). Une équipe ({H, | a € A}, H) est stricte si pour touta € A et
pour toute aréte e de H,, e est connexe dans H.

Commencons par donner un exemple d’équipe non stricte :

Exemple 4.4.4. Considérons 1’équipe associée aux hypercubes (cf. exemple[4.2.9) :
({Hl =ci},H, = cl2% H; = C{4}} ,C{1'2'3'4})

Choisissant B = 1 et X; = {1}, nous obtenons que H, n’est pas inclus dans une composante
connexe de H\{1} : cette équipe n’est pas stricte (mais quasi-stricte cf. §4.4.6). A

Exemple 4.4.5. Les équipes associées aux permutoedres, associaédres et frisoedres respecti-
vement sont strictes. A

Nous représentons cette condition comme des cobords sur la figure

Un clan strict est un ensemble = d’équipes strictes tel que, pour toute équipe T € E, et
toute décomposition T, Jpep Xp ~ T, ..., Ty, NOUs ayons T; € E pour tout i. L'ensemble des
équipes des univers associés aux associaedres, frisoedres et permutoedres, respectivement,
forment des clans stricts.

Cette condition sera relachée dans la section dans un cadre appelé semi-strict dans
lequel le produit ci-dessus ne sera associatif que pour g = —1.

Avant d’arriver au théoreme d’associativité de *, nous avons besoin de conditions sup-
plémentaires sur les clans :
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H\(Xal U X(l:s)

a) b)

FIGURE 4.4.1 — a) Une équipe T = ({H,,, Hs,, H,,, Hy, }, H) est représentée comme un co-
bord. Les hypergraphes auxquels appartiennent les constructions dont on fait le produit
sont représentés comme des cercles sur la bordure haute du cobord. L’hypergraphe dans
lequel vit le produit obtenu est représenté comme un cercle sur la bordure basse du co-
bord. b) Pour X,, C Hy, et X,;; C Hy,, les décompositions H,, \ X4, ~~ H(al,l)/H(ﬂl,Z)/H(ﬂ1,3)’
Hy \Xay ~ Hiy, 1) et H\(Xg, U Xg,) ~ Hy, Hp, H; sont représentées par des encastrements
de petits disques dans des grands disques, chaque petit disque correspondant a une compo-
sante connexe et leur complément correspondant a I'ensemble enlevé. Cela nous permet de
visualiser les équipes induites 7, X;, U X,;, ~ T, T», T3 comme des cobords a I'intérieur de 7.

Définition 4.4.6 ([CDO25b]]). Un clan E est associatif si, pour tout

T=({H;[ac A} H)€E, a0 € A, T'=({H( ) | 4’ € A'},Hpy) € &,

nous avons
"= ({Hy|a € A\{ag}} U{H ) |d € A'},H) € &,

7" sera appelé la greffe de T’ sur T en 4.

Cette associativité est illustrée sur la figure [4.4.2]
Le théoréme suivant établit 1’associativité du produit de battage pour les clans stricts
associatifs.

Théoréeme 4.4.7 ((CDO25b]). Soient E un clan associatif strict, deux équipes (strictes) T = ({Hj |
a€ A}LH) € B ap€ Aet T = ({H(ao,a’) | a' € A’} Hy,) € &, et des constructions C, : H,
pour tout a € A\{ao} et Ciqy a1y : Higy oy pour tout a’ € A’. Notant T la greffe de T’ sur T en
ag et posant A" := (A\{ao}) U {(ag,a’) |a’ € A’}, nous notons les délégations correspondantes
6" = (1", {Cpr|a" € A"}) et &' = (T, {C(apar) |4 € A’}). Nous avons alors, pour tout @ #
B" C A", I'équation suivante (appelée polydendriforme) :

(o) = {*g,,<{ca € A\{a}}U {7 (8)}),  si B" C A\{ao}
’ +5({Cala € A\{ao}} U{+5()}),  siB" & A\{ao}’

oit les exposants permettent de suivre les équipes correspondantes, et o1, dans le second cas, B =
(B" N (A\{ao})) U{ag} et B = {a’ € A’|(ap,a’) € B"}. De plus, cette équation implique
I'associativité du produit :

' (87) = T ({Cala € A\{ag}} U {7 (5)}):
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H\(Xaz U X(aovlh))

FIGURE 4.4.2 — Illustration de 'associativité par des cobords. Nous avons A = {ay, ..., a3},

Al = {bOI .. -/bZ}r A = {all ..., a3, (a01 bO)/ (a()/ bl)/ (aOI bZ)}/ B" = {‘ZZ/ (110, bl)}/ B = bl et
B = an, ap.

4.4.3 Cadre ordonné et équations tridendriformes

Pour établir le lien entre 1'équation polydendriforme du théoréme et les équations
tridendriformes de la section §3.3.5] nous avons besoin d’introduire un ordre sur les som-
mets des hypergraphes et des versions ordonnées des univers, équipes et clans.

Nous considérons d’abord un ensemble totalement ordonné, par exemple Z. Pour
X1, X, C Z, nous noterons X; < Xp si max(Xy) < min(X). Un univers ordonné est un uni-
vers U tel que, pour tout H € 4, H C Z, et tel que toute décomposition H, X ~ Hj, ..., H,
soit indexée de telle maniere que H; < H;;q pour tout i. Une équipe ordonnée est une paire
((Hy,...,Hy), H) telle que ({Hy, ..., H,}, H) est une équipe et telle que Hy < --- < H,. Un
clan ordonné est un clan dont toutes les équipes sont ordonnées.

Nous pouvons maintenant relier les structures polydendriforme et tridendriforme et
montrer qu'une structure polydendriforme induit une structure tridendriforme dans le
cadre ordonné.

Soit Z un clan associatif strict ordonné et supposons avoir
{((HIIHZ/)/ H), ((Hz,H3), Hz/), ((Hl’/ H3),H), ((Hl, Hz),Hl/)} € &,

Notons 1;’ la greffe de ((Hy, Hp), Hy/) sur ((Hy, Hz), H) en 1, et )/ la greffe de ((Hp, H3), Hy)
sur ((Hy,Hy ), H) en 2". Ces équipes sont toutes de la forme générique ((H;, H;),L). Nous
notons alors

==k C =Ry = R

Proposition 4.4.8. Dans le cadre ordonné, les équations tridendriformes proviennent des équations
polydendriformes pour I'équipe " = ((Hy,Hy, H3), H). Plus précisément, les sept équations de
Loday et Ronco rappelées a la section correspondent aux cas ot B” vaut {1} (<x), {2}
(==<), {3} (x>),{1,2,3} (-ass), {2,3} (>+), {1,3} (=->), {1,2} (- <), respectivement.

Nous obtenons ainsi une grande palette de structures tridendriformes, notamment celles
associées aux restrictoedres. Nous traiterons le cas d"une famille de graphes IT'* a la proposi-
tion #.4.11 qui interpole entre les associaedres (pour k = 1) et les permutoedres (pour k = 2).
Le cas k = 2 est celui du frisoédre traité dans la section suivante.
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4.4.4 Restrictoedres

Notre réserve principale de clan strict provient des restrictoedres. Soit R un hypergraphe
(possiblement infini), et soit g 1'univers consistant en tous les hypergraphes Ry, tel que
X C R est fini et non vide, et Rx est connexe : nous les appelons R-restrictoedres, ou restric-
toédres quand I'’hypergraphe R peut étre déduit du contexte. Soit Eg 1’ensemble des paires
({Ry,]a € A},Ry) ot V C R, {V,},c4 forme une partition de V, et les hypergraphes Ry, et
Ry sont tous dans Lg. Nous nous placerons dans un contexte ordonné si R est compatible a
I'ordre, c’est-a-dire si R C Z et si les composantes connexes Ry, .. ., RV,, de Ry peuvent étre
indexées de telle maniére que V; < V4 pour tout i, pour tout ensemble fini V' C Z tel que
Ry ne soit pas connexe. Un bon nombre de graphes compatibles a I’ordre sont fournis par la

proposition ci-apres.

Exemple 4.4.9. L'hypergraphe suivant n’est pas compatible a I’ordre
R™f := {{a}|a € Z} U {{n, —n}|n € N*}}.

nof

{-21,2} A

nof nof
sont R{—z,z} et R{l}.

Proposition 4.4.10. Pour tout R, Eg est un clan associatif strict. Si R est compatible avec I'ordre,
alors la restriction de Eg a ses équipes ordonnées est un clan associatif strict ordonné.

En effet, les composantes connexes de R

Proposition 4.4.11. Pour tout 1 < k € IN U {co}, le graphe suivant est compatible a I’ordre :
I":={{a} |acZ}U{{a,a+1} |acZ]1cN,1<I<k}
Le clan associé Egx est donc un clan associatif strict ordonné.

Exemples 4.4.12. Dans les cas extrémes k = 1 et k = oo, nous retrouvons l’associaedre
T = KX pour X un intervalle de Z) et le permutoédre (I'Y = pX pour un sous-ensemble
tini X de Z) respectivement. Pour k = 2, nous obtenons une famille d’hypergraphes que

nous appelons frisoédres. Plus précisément, considérons le graphe infini F sur Z avec I'en-
semble des arétes {(x,y)||x — y| < 2}, et ses restrictions Fx aux ensembles finis X = {x; <
-+ < xy} € Z tels que Fyx soit connexe (c’est-a-dire qu’il n’existe pas de i dans X tel que
xiy1 — X; > 2). Nous portons une attention particuliere aux frisoedres compactes, qui sont les
frisoédres tels que X soit un intervalle de Z. Le terme "frisoédre" vient de la forme de 1'hy-
pergraphe d"un frisoédre compact pour X suffisamment grand, comme illustré sur la figure
4 4
Nous n’avons pas a I’heure actuelle d’interprétation combinatoire "simple" des construc-
tions des frisoedres compacts. Nous donnons en figure le nombre de constructions
avec k noeuds pour |X| = n, pour des petites valeurs de k et n.
A

Nous terminons cette section avec une caractérisation des univers provenant de restric-
toedres.

Proposition 4.4.13. Un univers il est de la forme g, pour un hypergraphe R, si et seulement s'il
satisfait les quatre conditions suivantes :

1. Pour tous hypergraphes Hy et Hy de Y, si Hy = Hp, alors Hy = Hj.
2. SiHe Yetee H,siG e Uest tel quee C G, alorse € G.
3. SiH € Y, et si X C H est tel que Hx est connexe, alors il existe G € U tel que G = X.

4. SiHy,Hy € U sont tels que Hy M Hy soit non vide, alors il existe H € U tel que H1, Hy C H.
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1—3—5 1—3—5—7—9
|/ N/N/N/NN
2—4—6—8 2 2—4—6—8—10

N — =
I
B — W

A Van

FIGURE 4.4.3 — En haut : Trois exemples de frisoedres. Le plus a droite est le frisoedre com-
pacte sur {1,...,10}.
En bas : L'hypergraphe et le polytope associés au frisoedre compacte sur quatre sommets.

0 k 1|2 3 4 5 | Somme sur k
1 1 1

2 1] 1 2

3 1] 6 6 13

4 1113 33 | 22 69

5 1125|119 | 188 | 94 427

FIGURE 4.4.4 — Nombre de constructions avec k sommets du frisoedre compacte sur n som-
mets

4.4.5 Restriction de construction et définition non récursive du produit de bat-
tage

Dans cette section, nous introduisons une définition équivalente non récursive du pro-
duit de battage, directement inspirée de [Ron12]. Pour ce faire, nous commencons par intro-
duire la définition de la restriction d"une construction a un hypergraphe plus petit.

Définition 4.4.14. Soient H et L deux hypergraphes connexes tels que H C L et tels que,
pour tout e € H, e soit connexe dans L. Soit S = X (S1,...,Sn) une construction de L, avec
S;:LijetL, X ~ Ly,...,Ly. Nous définissons une construction S : H, appelée restriction de
S a H, comme suit :

* si XN H = g, alorsil y a un unique j tel que H C L;, et nous posons
Stu = ()i

e si XNH # @, notons H, (XN H) ~ Hy,...,Hp. Chaque H; est inclus dans un L;,

ce qui permet d’introduire la fonction correspondante (pI;’L {1,...,p} = {1,...,n}.
Nous posons alors
S(H = (XNH)..., (SQ;I,L(i))(Hi, o).
Le fait que Sy soit en effet une construction de H peut étre vérifié facilement par induc-
tion.
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Exemple 4.4.15. Dans l'univers des frisoedres, considérons H = Fy;35 et L = Fy 5.
Comme toute aréte de H est aussi une aréte de L, I'hypotheése ci-dessus est vérifiée. Consi-
dérant la construction S = 3({1,4}(2,5)) de L, nous avons alors Sr; = 3(1,5). A

Nous sommes maintenant en mesure de donner une définition alternative du produit de
battage, apreés avoir introduit le poids correspondant a une construction. Cette définition est
notamment cruciale pour la section

Définition 4.4.16. Soit T = ({H, | a € A}, H) une équipe (stricte) et U = X (U, ..., U,) une
construction de H. Nous associons a la construction U un poids u*(U) comme suit, posant
B={beA|XNH, # 3}etX, =XNH,pourtouth € B:

pIU) = (|B[—1)+ Y pti(Uy).

1<1'§1’ZB

La proposition suivante donne une caractérisation directe (non inductive) du produit de
battage *.

Proposition 4.4.17. Soit & un clan associatif strict, et soit 6 = ({C, : Hy|a € A}, H) une E-
délégation d’équipe associée T. Alors nous avons :

L(6) = Z qyr(ll) U= Z qIB\—l(*B((g)), oit (x5(8)) = Z qyr(U) .
UH @#BCA U:H,
VLZEA,U(H[I:C” VQEA,U(H‘Z:C,;

etracine(U)=Xp

Exemple 4.4.18. Considérons la délégation des frisoedres

6= ({3(1,5):F35,,4(2):Foa }, Frin345))-

Le produit de battage de ¢ est alors donné, a coefficients pres, par la somme sur toutes les
constructions U de Fy; 5, telles que U[F{135} = 3(1,5) et ufF{“} = 4(2). L'exposant de g

dans le coefficient de S = 3({1,4}(2,5)) de cette somme est donné par:

‘u({F{1,3,5}/F{2,4}}/F{1,2,3,4,5}) (S)=(1—-1)+ y({F{l}'F{5}'F{2r4}}'F{1r2f4r5}) ({1,4}(5(2))
—(2-1)+ ‘u({F{z}}/F{z})(z) + ‘u({F{5}}/F{5}) (5)
1 (I-1)4(1-1)=1.

4.4.6 Elargissons notre horizon

Pour englober d’autres exemples de familles de polytopes d’hypergraphe, telles que les
simplexes, les hypercubes et les érosoedres, nous avons d’abord introduit un affaiblissement
de la condition stricte que nous avons appelé quasi-strict [CDO25b], puis un nouvel affaiblis-
sement appelé semi-strict pour inclure le cycloedre [CDO25al]. Nous ne présenterons ici que
ce dernier cadre puisqu’il est le plus général.

Définition 4.4.19 (Equipe semi-stricte). Une équipe T = ({H,|a € A}, H) est une équipe
semi-stricte si pour tout K tel que @ # K C H et K est connexe dans H, H, N K est aussi
connexe dans H, pour tout a tel que H, N K soit non vide.
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On définit le produit de battage du cadre semi-strict de maniere analogue au cadre strict :
sid = ({C, : Hy|a € A}, H) est une délégation associée a I'équipe 7 = ({H,|a € A}, H),
nous posons

*3(5) = XB(*(él),/*(én)) ou 51' = {(Cﬁ)(HgﬂH,- ‘ Hg ﬂHi # @}

Le but de cette section est de montrer que nous avons toujours les équations polydendri-
formes quand g = —1. Pour ce faire, nous montrons dans un premier temps des propriétés
de commutation du produit de battage avec la restriction. A partir de maintenant, nous
supposons g = —1.

Proposition 4.4.20. Si  est une délégation comme précédemment et si K est connexe dans H et
H, N K est vide ou connexe dans H, pour tout a, alors (x(8))r, = *(0r), ot Ok est constituée des
constructions (Cy ) telles que H, N K est non vide.

Notons que le produit de battage *(Jr,) est bien formé grace a la définition de "semi-
stricte”. Nous formulons maintenant un analogue du théoréme dans le cadre semi-
strict :

Théoréme 4.4.21. Soit E un clan associatif semi-strict, deux équipes (semi-strictes) T = ({H, |
a€ AL H) € E a9 € Ajet ' = ({Hya | 4 € A'}, Hyy) € E, et des constructions C, : Hy
pour tout a € A\{ao} et Ciyy a1y * Higy oy pour tout a’ € A’. Notant T la greffe de T/ sur T en

ag et posant A" := (A\{ap}) U {(ag,a’) |a’ € A’}, nous notons les délégations correspondantes
o" = (", {Cpr|a" € A"}) et &' = (T, {Ciapay|a" € A’}). Nous avons alors, pour tout & #
B" C A", I'équation suivante (appelée polydendriforme) (quand g = —1) :

(@) = 4 FriCala € Ao} U {+7(0"}), siB" C A\{ao} /
A({Cala € A{ao}} U{5())), i B" € A\{ao)
oii les exposants permettent de suivre les équipes correspondantes, et oi, dans le second cas, B =
(B" N (A\{ao})) U{ag} et B = {a’ € A’|(ag,a’) € B"}. De plus, cette équation implique
'associativité du produit :

#7(0") = +"({Cala € A\{ao}} U {x"(2)}).

Nous finissons cette section avec des exemples de clans semi-stricts qui ne sont pas
stricts.

Exemple 4.4.22 (Simplexes). L'univers formé de tous les simplexes §X (pour un ensemble
fini X) est associé a un clan semi-strict mais pas strict. Le produit s’écrit :

*(V(), Yo (0, Ya(o)) = ) (U
o#]Cn] jeJ
ot (...) désigne un uplet de singletons. A

Exemple 4.4.23 (Hypercubes). L'univers formé par les hypercubes CX est ordonné, et associé
a un clan semi-strict. La structure tridendriforme correspondante s’instancie comme suit sur
les mots de longueur 7 sur 'alphabet {4, —, «} (avec |v| la longueur de v) :

u<v = u(=
u-(v1 + ) = u(="1ern,

U*v +v v €
R
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Exemple 4.4.24. La famille des érosoedres est donnée par :
EX = {{xj]j £i} [1<i<n},
ou X = {x1,...,x,}, et les constructions de EX ont deux formes possibles :
® Y(zq,...,2;),0u Y est un sous-ensemble de X de taille au moins 2, et

® x(Y(z1,...,2x)), 0l Y est un sous-ensemble arbitraire de X et x est un élément de X.

Dans le second cas, Y(z1, . ..,2x) est une construction d’un simplexe et non d’un érosoedre.
Nous considérons donc 'univers formé par les érosoedres et les simplexes. Si nous ordon-
nons X, nous obtenons alors un univers ordonné dans lequel les produits sur deux construc-
tions S et T sont donnés par :

Y(z1,...,z¢) < T=Y(...)
x(Y(z,...,2¢) < T=x(Y(...)) + x(root(T)(...)) —x((YUroot(T))(...))

S>Y(z1,...,z¢) =Y(...)
S=x(Y(z1,...,2z)) = x(Y(...)) + x(root(S)(...)) — x((YUroot(S))(...))
ST = (root(S) Uroot(T))(...)

ot (...) désigne encore une fois un uplet de singletons.

Exemple 4.4.25 (Cycloedres). Pour un ensemble cycliquement ordonné X = {x; < ... <
X, < x1},le polytope associé a I'hypergraphe

Ox ={{x1},.. . {xn}, {x, 22}, .- {xn—1, X0}, {xn, 1}, {x1, ..., xn}}

est appelé cycloedre de dimension (n — 1). L'univers formé des associaedres et des cycloedres
est ordonné et associé a un clan semi-strict. A

4.5 Ordre sur les faces des nestoedres

Nous nous plagons dans cette section dans le cadre d’un univers ordonné, associé a un
clan ordonné strict, comme introduit §4.4.3| Nous commengons par définir un ordre sur les
faces de certains nestoedres §4.5.1avant de relier cet ordre au produit de battage

4.5.1 Etendons l'ordre de Tamari et 'ordre de Bruhat faible

Curien et Laplante-Anfossi [CL24] ont conjecturé que 1’ordre suivant est un ordre partiel
sur les faces d’un nestoedre associé a un hypergraphe fixé H :

Définition 4.5.1. Considérons un hypergraphe ordonné H et deux constructions S et T de
H. S est couverte par T, noté S < T, si et seulement si il existe

¢ deux sommets adjacents U et V de S tels que min U > max V, U est un parent de V et
T peut étre obtenu a partir de S en contractant I’aréte entre U et V, ce qui fusionne ces
sommets en un sommet unique U UV,

¢ ou deux sommets adjacents U et V de T tels que min U > max V, V est un parent de U
et S peut étre obtenu a partir de T en contractant ’aréte entre U et V, ce qui fusionne
ces sommets en un sommet unique U U V.
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FIGURE 4.5.1 — Diagramme de Hasse des faces du simplexe (en haut a gauche), du cube (en
haut a droite), du pentagone (en bas a gauche) et de I'’hexagone (en bas a droite).

Dans le premier cas, nous appelons une telle relation de couverture contraction et la notons
(cuv). Dans le deuxieme cas, nous appelons une telle relation de couverture partage et la
notons (sy v ).

Nous notons <™ (resp. <*) la cloture transitive (resp. réflexive et transitive) de <.
Proposition 4.5.2. La cloture réflexive et transitive <* de < est un ordre partiel.

Remarque 4.5.3. Cet ordre coincide avec les ordres partiels définis sur les faces de ’associa-
edre et du permutoedre

Exemple 4.5.4. Nous représentons sur la figure le diagramme de Hasse de ces ordres
partiels sur les faces des 4 différents polytopes d’hypergraphe en dimension 2. A

Nous relions par induction cet ordre avec 1’opération de restriction définie §4.4.5|:

Lemme 4.5.5. Soient S, S’ deux constructions d’un hypergraphe H satisfaisant S < S’ et K un
hypergraphe dont 'ensemble des sommets est connexe dans H, alors Sy <* St
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4.5.2 Lien entre ordre et produit de battage

Nous relions maintenant le produit de battage introduit §4.4.2| et ’ordre ci-dessus via les
produits et \ suivants:

Définition 4.5.6. Etant donnée une délégation ordonnée J, avec maxJd; < mind; 1, nous
définissons récursivement les deux opérations suivantes (qui correspondent chacune a une
construction apparaissant dans le produit xg(J) pour B = {1} et B = {d} respectivement) :

\(8) = root(C1) (\(6f),..., \(61])) (45.1)

/(6) = root(Co) (/6. /(@) (45.2)
Proposition 4.5.7. Les produits ,/ et "\ sont associatifs.

Remarque 4.5.8. Ces produits définis sur 1’associaedres forment une algebre dupliciale. Ce
n’est cependant pas le cas en général. Par exemple, il peut étre vérifié rapidement sur le
permutoedre que 1'équation dupliciale mélant et \ n’est pas satisfaite. En effet, dans le
permutoedre, nous avons :

(1L/2\3 = 2(1\3 = 2(1\3) = 2(1(3)) (4.5.3)

et
1/(2\3) = 1/(2(3)) = 2(1,/3) = 2(3(1)). (4.5.4)

Ce contre-exemple s’adapte a tous les cas ot le graphe considéré contient des arétes entre
deux sommets i et j non consécutifs.

Pour distinguer les différents produits de battage, nous écrivons :

+(5) = Y g Wu (4.5.5)
UH et Vac AU, =Cq

xh(5) = y g (W (4.5.6)
U:H ,root(U)=Xp et VueA,U(Hg =C,

*<(8) = Y g u (4.5.7)
U:H et /(0)<*U<*\(0)

*5(0) = Y g u, (4.5.8)
U:Het /B(8)<*U<*\p(d)

ot /B(5) et \ 3(8) sont définis comme suit :

JB(6) = (UpesXp) (S(68),..., /(B)))
NB(6) = (UperXp) (\N(07), ..., \(85))) -

Nous pouvons maintenant formuler le résultat principal de cette section :

Théoréme 4.5.9. Considérant une délégation 6, les équations suivantes sont vérifiées :
1 . T(s) 2 .<
x(0) = *!1(8) = x~(9) (4.5.9)

x5(0) 2 xL(5) 2 «5(6) (4.5.10)
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4.6 Diagonale du permutoedre

Cette section reprend les résultats obtenus avec Guillaume Laplante-Anfossi, Vincent
Pilaud et Kurt Stoeckl et présentés dans l’article [Del+23]. La motivation de cet article est
le calcul de la diagonale cellulaire du permutoédre. Nous commencerons par introduire et

motiver cette notion

4.6.1 Définitions de la diagonale et motivations

L’application diagonale "classique" (appelée aussi diagonale fine) sur un polytope P est
'application suivante A : P — P x P, x +— (x,x). L'image de cette application ne s’écrit pas
comme une union de faces du polytope P x P. Il est cependant possible de déformer conti-
ntiment celle-ci pour obtenir une application qui s’écrit comme union de faces du polytope :
la diagonale cellulaire. De facon plus formelle, nous avons :

Définition 4.6.1. Une diagonale cellulaire d"un polytope P est une application homotopique a
la diagonale fine A : P — P x P, x — (x, x), dont I'image est union de faces de P x P.

Une telle diagonale existe toujours mais n’est pas forcément unique. Nous souhaitons
de plus qu’elle vérifie des propriétés de cohérence afin de pouvoir former différentes opé-
rations utiles en topologie algébrique et algebre homotopique. Parmi les applications pos-
sibles, nous citerons la définition de cup-produits, c’est-a-dire un certain produit sur des
groupes de cohomologie. C’est par exemple le cas pour la cohomologie singuliere, grace
a la diagonale du simplexe (appelée application d’Alexander-Whitney) et pour la coho-
mologie cubique, grace a la diagonale du cube (appelée application de Serre) [Ser51]. Les
diagonales cellulaires permettent aussi de définir des produits tensoriels universels [LR13];
Mar20] pour les opérades a homotopie pres (diagonale des opéraedres [Lap22b]), pour les
Ac-morphismes (diagonale du multipliedre [LM23]) ainsi que pour les A-catégories (dia-
gonale de I’associaedre [Mas+21]). Enfin les diagonales cellulaires interviennent dans I’étude
des espaces de lacets [SU04; Bau80].

Parmi les exemples cités ci-dessus, 1’associaédre fournit une illustration riche et élégante
de diagonale maintenant bien comprise grace a des travaux récents [SU04; MS06|; SU22,;
Mas+21]. Dans [Mas+21], Masuda, Thomas, Tonks et Vallette ont exhibé une diagonale pour
chaque associaedre qui vérifie deux propriétés remarquables :

¢ FElles sont cohérentes avec les diagonales des associaedres plus petits

e FElles satisfont la "formule magique" introduite par Jean-Louis Loday et vérifiée par la
diagonale de Markl et Shnider [MS06] : les faces dans 'image de la diagonale sont les
paires de faces comparables dans 1’ordre de Tamari

(u, V) c AHSSOC = maX(U) <Tamari mln(V) (4.6.].)

Cette formule magique a récemment mené a de nouveaux résultats énumératifs sur les in-
tervalles de Tamari [BCP23].

Reprenant les méthodes développées dans [Mas+21]], Guillaume Laplante-Anfossi [Lap22b]|
a développé une théorie générale des diagonales pour n'importe quel polytope et développé
le cas des opéraedres (qui encodent les opérades a homotopie pres) et des multipliedres (qui
encodent les As-morphismes). Ceux-ci ne vérifient pas de "formule magique" comme ci-
dessus mais sont des permutoéedres généralisés [Pos09], dont la diagonale est entierement
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FIGURE 4.6.1 — L'arrangement de tresses B3 (gauche), son treillis des plats FI(B3) (milieu),
et son poset des faces A5°°°IT,, (droite).

déterminée par la diagonale du permutoedre : c’est ce qui a motivé I'étude apparaissant
dans [Del+23] et résumée ici.

La premiére construction de diagonale pour le permutoedre est celle de Saneblidze et
Umble [SUO4]. Laplante-Anfossi a proposé une construction de cette diagonale dans [Lap22b]
s’appuyant sur les méthodes développées dans [Mas+21]] et provenant de Fulton et Sturm-
tels [FS97]. Nous partons ici de cette deuxieme construction et montrons qu’elle coincide
avec celle de Saneblidze et Umble. Nous renvoyons le lecteur a la thése de Guillaume
Laplante-Anfossi [Lap22al] qui offre une couverture tres compléte et détaillée de ce sujet.
Les conséquences topologiques de 1'étude de la diagonale du permutoédre sont dévelop-
pées plus en détail dans la troisieme partie de [Del+23]. Nous nous attacherons ici plutot a
la présentation de la combinatoire sous-jacente.

4.6.2 Description de ’arrangement de tresses multiples

Comme le dual du permutoedre Perm(1n) est 'arrangement de tresses 53, le dual d'une
diagonale du permutoedre Perm(n) est un arrangement d’hyperplans B2 constitué de
deux copies génériquement translatées de 1’arrangement de tresses 3,. Nous nous sommes
donc attachés, dans la premiere partie de [Del+23], a 1’étude de la combinatoire des (¢,1)-
arrangements de tresses B, définis comme I'union de /£ copies de I’arrangement de tresses
génériquement translatées. L'étude nécessaire pour 1'étude de la diagonale du permutoedre
est celle pour ¢ = 2, mais le cas général n’est pas plus complexe et correspond algébrique-
ment a 1’énumération des faces des ¢-gonales cellulaires du permutoedre Perm(n). Nous
décrivons dans cette section les arrangements d’hyperplans considérés.

Larrangement de tresses

Nous rappelons brievement la combinatoire de 'arrangement de tresse. La figure
représente cet arrangement pour n = 3.

Définition 4.6.2. Soit n > 1, 'arrangement de tresses B, est ’arrangement d’hyperplans
{x e R" | x5 = x¢}
pour toutl <s <t <mn.

La combinatoire de I'arrangement de tresses est bien connue et fait a la fois intervenir des
partitions (d’ensemble) ordonnées et non ordonnées. Les faces de dimension k de l’arrange-
ment de tresses B, sont en bijection avec les compositions d’ensembles 77 de [n] en k + 1
parts, ou de maniére équivalente, avec les surjections de [n] dans [k + 1]. Le treillis des
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faces Fa(B,,) est alors le poset Assoc], défini dans la section et représenté a droite de la
figure

Les plats de dimension k de I'arrangement de tresses B, sont en bijection avec les par-
titions 7t de [n] en k + 1 parts. Le treillis des plats FI(53,) est alors isomorphe au poset des
partitions de [n], IT,, (présenté a la section[1.2). Nous représentons sur la figure[4.6.1]le treillis
des plats de I'arrangement de tresses Bj.

Le polynome de Mobius de l’arrangement de tresses B, (voir est donné par

e, (xy) = ), XIS k) TT (v—1),

ken] iclk—1]

ot S(n,k) est le nombre de Stirling de seconde espece [OEI24, A008277], c’est-a-dire le
nombre de partitions de [n] en k parts. Par exemple,

VBl(x/]/) = 1

pey (v y) =xy —x+1=x(y—1)+1

ps, (%, y) = 2%y = 3x%y + 207 4+ 3xy —3x + 1= 2*(y — 1)(y —2) +3x(y — 1) +1

s, (x,y) = 3y° — 6x°y* + 11y — 6x° + 652y — 18x%y + 12x% + 7xy — 7x + 1
=@y =Dy -2y -3) +6x*(y —1)(y—2) + 7x(y — 1) + 1.

En particulier, le polynéme caractéristique de I’arrangement de tresses B,, est donné par

x5,y)=yly—-Dy—2)...(y —n—1).

On considérera enfin I'évaluation du polynéme de Mobius up, (x,y) eny =0:

7 A(x)[n] = ps, (x,0) = kz[[]](—l)k_1 (k—1)S(n, k) £,

Les coefficients de ce polynome sont donnés par la suite [OEI24, A028246] et se relient au
f-polyndme de B,,. La formule récursive des nombres de Stirling S(n +1,k) = kS(n, k) +
S(n,k—1) pour 0 < k < n implique I'égalité

f(—nk*l(k —1)!S(n, k) x*1 = (1—x) nf(—l)kl K'S(n—1,k) <1
k=1 k=1

qui se réécrit comme :

Lemme 4.6.3 ([Del+23])). w4 (x)[n] = (1 —x) fg,(x).

Le (¢,n)-arrangement de tresses

Nous nous intéressons maintenant a I’arrangement d’hyperplans obtenus avec ¢ copies
de I'arrangement de tresses 3, en position générique. Nous représentons sur la figure
ces arrangements pour n = 3.

Définition 4.6.4. Le (¢, n)-arrangement de tresses B, est I’arrangement obtenu comme union
de ¢ copies de I'arrangement de tresses B, génériquement translatées (de maniere a ce que
les hyperplans restent disjoints).


http://oeis.org/A008277
http://oeis.org/A028246
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FIGURE 4.6.2 — Les (¢, 3)-arrangements de tresses pour ¢ € [4].©Image de Vincent Pilaud

Cette définition peut porter a confusion puisque le (¢, n)-arrangement de tresses B dé-
pend a priori du vecteur de translation (générique) choisi pour chaque copie. Nous verrons
que beaucoup d’aspects combinatoires de B sont en fait indépendant du choix de vec-
teur de translation, tant qu’il est générique, en particulier son treillis des plats et ses poly-
nome de Mobius, f-polyndme et b-polyndome. Cependant, la description combinatoire du
treillis des faces de B% dépend de ce vecteur de translations, comme illustré sur les figures
et Dans [Del+23], nous décrivons la combinatoire du treillis des faces Fa(B(a))
d’un a-arrangement de tresses B5(a) en termes de foréts de partitions ordonnées. Pour un
choix de a, nous décrivons la forét de (¢, n)-partitions ordonnées avec une forét de (¢, n)-
partitions (non ordonnées) sous-jacente et donnons un critére pour décider si une forét de
(¢,n)-partitions ordonnée correspond a une face de B (a).

Remarque 4.6.5. Chaque hyperplan du (¢, n)-arrangement de tresses B, est orthogonal a
une racine e; — e; d'un systeme de racine de type A. Plusieurs arrangements de ce type
ont déja été étudiés, par exemple I'arrangement de Shi [Shi86; Shi87], I’arrangement de Ca-
talan [PS00, Sect. 7], 'arrangement Linial [PSO0, Sect. 8], I'arrangement générique de [PS00,
Sect. 5], ou les arrangements discriminantaux de [MS89|; BB97] (voir [PSO0] et [Ber18|] pour
plus de références). Cependant, dans tous ces exemples, ou bien les copies de I'arrangement
de tresses sont perturbés, ou bien ils sont translatés de maniére non générique.

J'ai choisi de développer dans ce manuscrit I'étude du treillis des plats des (¢,n)-
arrangements de tresses.

4.6.3 Treillis des plats et énumérations

Dans cette section, nous donnons une description combinatoire du treillis des plats FI(3%)
du (¢,n)-arrangement de tresses B en termes de (¢, n)-foréts de partitions et (¢, n)-forét
multicolore étiquetée. Cela nous permet de calculer les f-polynéme, b-polynome et poly-
nome de Mobius et d’extraire des formules pour les nombres de régions et de sommets du
(¢,n)-arrangement de tresses 5.

Foréts de partitions

Nous introduisons d’abord les principaux protagonistes de cette section, qui décrivent la
combinatoire du treillis des plats.

Définition 4.6.6. L'hypergraphe d’intersection d'un (-uplet F:= (Fy,...,Fy) de partitions
de [n] est 'hypergraphe ¢-régulier /-parti dont les sommets sont les parts des partitions F;
pour i € [{], avec une aréte connectant les parts contenant j pour chaque j € [n].
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FIGURE 4.6.3 — Etiquetage des faces de 'arrangement 32 (a) pour a = [
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FIGURE 4.6.4 — Etiquetage des faces de 'arrangement
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Définition 4.6.7. Une (¢, n)-forét de partitions (vesp. (£, n)-arbre de partitions) est un ¢-uplet F :=
(Fy,...,Fy) de partitions de [n] dont '’hypergraphe d’intersection est une hyperforét
(resp. un hyperarbre) (voir figure[d.6.5). La dimension de F estdim(F) :=n — 1 — {n + Lcq #F;.
Le poset des (£, n)-foréts de partitions est le poset @, sur les (£, n)-foréts de partition, ordonné
par raffinement. Ses éléments maximaux sont les (¢, nn)-arbres de partitions.

FIGURE 4.6.5 — Quatre (3, 6)-foréts de partitions (haut) avec leurs hypergraphes d’intersec-
tion (milieu) et les (3, 6)-foréts multicolores étiquetées correspondantes (bas). Les deux der-
niéres sont des arbres. L'ordre des couleurs sur la derniere image est rouge, vert puis bleu.
©Image de Vincent Pilaud

Le treillis des plats du (2, 3)-arrangement de tresses est représenté sur la figure

Proposition 4.6.8 ([Del+23|)). Le treillis des plats FI(B%) du (¢,n)-arrangement de tresses B est
isomorphe au poset des (€, n)-foréts de partitions.

Polynome de Mobius

Nous calculons maintenant le polynéme de Mobius du (¢, n)-arrangement de tresses .
Théoréme 4.6.9 ([Del+23])). Le polynome de Mobius du (¢, n)-arrangement de tresses B est donné
par

”Bﬁ (x,y) _ xnflfﬁnynflffn Z H x#Fiy#Gi H (_1)#Fi[p]—1(#1_~i[p] . 1)! ,
F<Gic[(] peG;

oit F < G parcourt I'ensemble des intervalles du poset des (¢, n)-foréts de partitions ®',, et F;[p] est
la restriction de la partition F; a la part p de G;.
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\\ // \\ // __%

—/—\
// N\ O\
23 23 12/12 @ig
MNSTSS =
22 %0 L3 20/ <o

FIGURE 4.6.6 — Le (2,3)-arrangement de tresses B2 (gauche), et son treillis des plats (droite),
ot les plats sont représentés comme des intersections d’hyperplans (haut), comme des (2, 3)-
foréts de partitions (milieu), et comme des (2, 3)-foréts multicolore étiquetées (bas).
©Image de Vincent Pilaud
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k|0 1 2 3|% k| 0 1 2 3|%
1 1 1 1 1 1
2 2 1 3 2 3 2 5
3 6 6 1 13 3 17 24 8 49
4 |24 36 14 1|75 4 | 149 324 226 50 | 749
n\k|0 1 2 3|X% k|0 1 2 3| %
1 |1 1 1 1 1
2 101 1 2 1 2 3
3 /0 0 1 1 3 5 12 8 25
4 |0 0 0 11 4 |43 132 138 50 | 363
=1 =2
n\k| 0 1 2 3 Y n\k| 0 1 2 3 py
1 1 1 1 1 1
2 4 3 7 2 5 4 9
3 34 54 21 109 3 57 96 40 193
4 | 472 1152 924 243 | 2791 4 11089 2808 2396 676 | 6969
k|0 1 2 3| % k| 0 1 2 3] %
1 1 1 1 1 1
2 2 3 5 2 3 4 7
3 16 36 21 73 3 3 72 40 145
4 | 224 684 702 243 | 1853 4 | 639 1944 1980 676 | 5239
=3 =4

TABLE 4.1 — Le nombre de faces (haut) et de faces bornées (bas) du (¢, n)-arrangement de
tresses pour ¢,n € [4].

En utilisant le polynome

ma(x)[n]=pgp,(x,0) = Y (1) (k—1)1S(n, k) x**
kel

introduit a la fin de4.6.2, le polyndme de Mobius u ¢ (x, 1) s’écrit aussi comme suit.
poly Ppi\ X,y

Proposition 4.6.10 ([Del+23]). Le polynome de Mobius du (£, n)-arrangement de tresses B est

donné par
iy () = 1 DU0 N7 i ¥ T e (x).
' Gea, €[]
En utilisant le théoréme de Zaslavsky [2.1.15/ et I'expression du polynéme de Mobius du

théoréme nous obtenons le nombre de faces et le nombre de faces bornées de Bf;, dont
les premiéres valeurs sont rassemblées dans les tableaux de la table

Corollaire 4.6.11 ([Del+23])). Les f-polynome et b-polyndme du (¢, n)-arrangement de tresses BL,
sont donnés par

fai(x) = N T o TT (#E[p) — 1)

F<Gi€[/(] peG;

(_1)€xn—1—£n Z H i H _(#Fi[P] _ 1)!’

et bpg(x)=
F<Gie[f]  peG;
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oit F < G parcourt les intervalles du poset des (£, n)-foréts de partitions ®',, et F;[p] est la restriction

de la partition F; a la part p de G;.

Exemples 4.6.12. Pour n = 1, nous avons
P‘B{(x/?/) = fzg{(x) = bB{(x) =1
Pour n = 2, nous avons
ygé(x,y) =xy—LIx+Y, fgé(x) ={Ul+1Dx+1{ et bgé(x) ={L—-1)x+.
Le cas n = 3 est déja plus riche. Nous avons

pBg(x,y) = x%y? — 30x%y + £(30 — 1)x% 4 3lxy — 30(20 — 1)x + £(30 — 2),
frg(x) = (302 420 +1)x* + 602x + £(30 — 2),
and by (x) = (302 — 40 +1)x* +6£(L — 1)x + £(30 — 2).

On peut observer que 3¢% + 2/ + 1 est [OEI24, A056109], que £(3¢ — 2) est [OEI24, A000567],
et que 3/2 — 4¢ + 1 est [OEI24, A045944]. A

Foréts multicolores

Pour obtenir des formules plus explicites pour le nombre de sommets et de régions du
(¢,n)-arrangement de tresses BY, nous introduisons un dernier modele combinatoire, plus
adapté a I’énumération.

Définition 4.6.13. Un /-coloriage d"une forét enracinée plane F est un choix d’une couleur
de [¢] pour tout sommet non racine de F tel que

1. les deux extrémités d’une aréte sont de couleurs différentes,
2. les couleurs des freres augmentent de gauche a droite.

Nous notons || F|| le nombre de noeuds de F et #F le nombres d’arbres (de composantes
connexes donc) dans la forét F. Une (¢, n)-forét multicolore (resp. arbre) est une forét (resp. un
arbre) {-coloriée avec ||F|| = n nceuds. Nous notons ¥, (resp. T4) 'ensemble des (¢, n)-foréts
(resp. arbres) multicolores, et I'ensemble ¥¢ := | |, ¥, (resp. T, := ||, T%).

Par exemple, nous listons sur la figure (haut), I’ensemble des 14 (2,4)-arbres mul-
ticolores. Cette figure illustre la bijection entre /-arbres multicolores et arbres /-aires. Ces
derniers sont comptés par les nombres de Fuss-Catalan [Kla70; [HP91].

Lemme 4.6.14 ([Del+23]). Les (¢, m)-arbres multicolores sont comptés par les nombres de Fuss-
Catalan

1 Im
™| =, =— EI24], A062993].
[Tl bm (ﬁ—l)m—l—l(m) [o 062993

Remarque 4.6.15. La fonction génératrice associée Fy(z):= Y ;>0 Fr.n 2" Vvérifie I'équation
fonctionnelle
Fi(z) =14z F)(2)".


http://oeis.org/A056109
http://oeis.org/A000567
http://oeis.org/A045944
http://oeis.org/A062993

4.6. Diagonale du permutoedre 121

|

T D PR U VAR VAR

ACA A U U S R s - S R o 0
L R S S P S S S N : :
Y Y % v v ¥ b v ¥ b o b o0
AV VRV VEVERVERVIVEV SRRV VRNV VR VOV &

\/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/

¥ oY ¥y Yy o wdyYy sy¥YY oy ¥ ouy

FIGURE 4.6.7 — Les 14 (2,4)-arbres multicolores (haut), les 14 arbres binaires (bas), et la
bijection les reliant (milieu). L'ordre des couleurs est rouge puis bleu.

m\¢|1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 |1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 |1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 |1 5 12 22 35 51 70 92 117
4 |1 14 55 140 285 506 819 1240 1785
5 |1 42 273 969 2530 5481 10472 18278 29799
6 |1 132 1428 7084 23751 62832 141778 285384 527085
7 |1 429 7752 53820 231880 749398 1997688 4638348 9706503
8 |1 1430 43263 420732 2330445 9203634 28989675 77652024 184138713
9 |1 4862 246675 3362260 23950355 115607310 430321633 1329890705 3573805950

TABLE 4.2 — Les nombres de Fuss-Catalan F; ,, = m(i’f ) pour ¢,m € [9]. See [OEI24,
A062993].


http://oeis.org/A062993
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Définition 4.6.16. Etant donnée une (¢, n)-forét multicolore F, nous définissons

w(F)= [T IT#G(N),

ic[¢] NeF

ou N parcourt ’ensemble des noeuds de F et C;(N) est I’ensemble des enfants de N colorés
par i.

Définition 4.6.17. Un étiquetage d’une (¢, n)-forét multicolore F est une bijection des som-
mets de F vers [n] telle que

1. I'étiquetage de chaque racine est minimale dans sa composante connexe,
2. T'étiquetage de freres de méme couleur augmente de gauche a droite.
Le nombre de tels étiquetages est compté par une formule de type "formule des équerres" :

Lemme 4.6.18 ([Del+23]). Le nombre A(F) d’étiquetages d'une (¢, n)-forét multicolore F est donné
par

MO S

La proposition suivante est illustrée sur la figure 4.6.5

Proposition 4.6.19 ([Del+23]]). Il y a une bijection des ({,n)-foréts de partitions vers les (£,n)-
foréts multicolores étiquetées, telle que si la forét de partition F est envoyée sur la forét multicolore
étiquetée F, alors

dim(F) =#F -1 et pg(H,F) = (=1)"* w(F).
Nous reformulons finalement la proposition 4.6.10|en termes d’arbres multicolores.

Proposition 4.6.20 ([Del+23]). Le polynome de Mdobius polynomial du (¢, n)-arrangement de
tresses BY, est donné par

pp(x,y) = x5 Y y" T ITHE) 1T oG (%)
GeYl, i€lf]

Remarque 4.6.21. Pour simplifier encore plus cette expression, nous aurions besoin de
compter les foréts multicolores avec un nombre fixé d’arétes de chaque couleur. Cependant,
il nous semble que ce nombre n"admet pas de formule multiplicative connue. Quand il y
a une seule couleur, la suite correspondante (comptant les foréts sur n noeuds et k arétes,
enraciné en l'étiquette minimale de chaque composante connexe) est [OEI24, A138464].

Enumération des régions et des régions bornées de 3/

Nous utilisons maintenant les (¢, n)-foréts multicolores étiquetées du paragraphe précé-
dent pour obtenir des formules plus explicites pour le nombre de sommets, de régions et de
régions bornées du (¢, n)-arrangement de tresses 35. Les premiéres valeurs pour le nombre
de sommets sont rassemblées dans la table Les premieres valeurs pour le nombre de
régions et de régions bornées sont rassemblées dans les tables[4.4]et[4.5|

En appliquant un code de Priifer coloré aux (¢, n)-arbres multicolores étiquetés, nous
obtenons :


http://oeis.org/A138464
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|1 2 3 4 5 6 7 8
11 1 1 1 1 1 1 1
2 |1 2 3 4 5 6 7 8
3 /1 8 21 40 65 96 133 176
411 50 243 676 1445 2646 4375 6728
5 |1 432 3993 16384 46305 105456 208537 373248
6 |1 4802 85683 521284 1953125 5541126 13119127 27350408
7 |1 65536 2278125 20614528 102555745 362797056 1029059101 2500000000
8 |1 1062882 72412707 976562500 6457339845 28500625446 96889010407 274371577992

TABLE 4.3 — Nombre fo(B5) = ¢(({ —1)n+ 1)”72 de sommets de B!, pour £,n € [8].

n\¢ 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 3 4 5 6 7 8 9
3 6 17 34 57 86 121 162 209
4 24 149 472 1089 2096 3589 5664 8417
5 120 1809 9328 29937 73896 154465 287904 493473
6 720 28399 241888 1085157 3442816 8795635 19376064 38323753
7 | 5040 550297 7806832 49075065 200320816 625812385 1629858672 3720648337
8 | 40320 12732873 302346112 2666534049 14010892416 53536186825 164859458688 434390214657
TABLE 4.4 — Nombres f,_1(B) de régions de B, pour £,n € [8].
n\¢|1 2 3 4 5 6 7 8
1 |1 1 1 1 1 1 1 1
2 10 1 2 3 4 5 6 7
3 |0 5 16 33 56 85 120 161
4 10 43 224 639 1384 2555 4248 6559
5 10 529 4528 17937 49696 111745 219024 389473
6 |0 8501 120272 663363 2354624 6455225 14926176 30583847
7 10 169021 3968704 30533409 138995776 464913325 1268796096 2996735329
8 | 0 4010455 156745472 1684352799 9841053184 40179437975 129465630720 352560518527

TABLE 4.5 — Nombres b,,_1(B,) de régions bornées de B, pour £,n € [8].
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Théoreme 4.6.22 ([Del+23]). Le nombre de sommets du (¢, n)-arrangement de tresses B, est

fo(BY) = £((¢ = 1)n+1)"2
Il est possible de raffiner la formule du théoréme(4.6.22|suivant la dimension des plats des

différentes copies s’intersectant pour obtenir le nombre de sommets du (¢, n)-arrangement
de tresses BY.

Théoreme 4.6.23 ([Del+23]). Pour tous ky,...,k; tels que 0 < ki < n—1 pour i € [{]
et Yicgq ki = n — 1, le nombre de sommets v du (¢, n)-arrangement de tresses B¢ tels que le plus
petit plat de la i copie de BB, contenant v soit de dimension n — k; — 1 est donné par

1 n—1 k=1
" (kl,...,kg)n(n ki)™

Avant de donner des formules pour 1'énumération des régions et des régions bornées
de B!, nous calculons son polynome caractéristique.

Théoreme 4.6.24 ([Del+23]). Le polynome caractéristique xp(y) du (€, n)-arrangement de
tresses BB est donné par

—1)"n! Fp,,yz"
w(y)z%[zﬂ] exp(— y %)

m>1 m

1 14
ot Fy = m ( nT) est le nombre de Fuss-Catalan.
Théoréme 4.6.25 ([Del+23])). Les nombres de régions et de régions bornées du (¢, n)-arrangement
de tresses B, sont donnés par

far(BL) = nt 2] exp ( ' M)

m>1 m

et bua(B)) = (= Mexp (€= 1) X Fon”),

m>1

1

Y o P R —
M = Dm ¥ 1

(ZWT) est le nombre de Fuss-Catalan.

4.6.4 Diagonales cellulaires cohérentes pour le permutoédre

Dans la seconde partie de [Del+23], nous étudions les diagonales cohérentes du permu-
toedre, appelées aussi diagonale opéradiques. Ces diagonales opéradiques sont les diagonales
qui sont compatibles avec le fait que les faces du permutoedre sont des produits de per-
mutoedres de dimension plus petites. Nous montrons qu’il existe exactement quatre telles
diagonales, toutes isomorphes en tant que posets, dont seulement deux respectent 1’ordre
faible sur les permutations, celle de Saneblidze et Umble [SU04]| et celle de Laplante-Anfossi
[Lap22b]. Nous décrivons ensuite les facettes de la diagonale via une regle simple sur les
arbres de partitions, et leurs sommets comme des paires de permutations évitant certains
motifs.
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Théoreme 4.6.26 ([[Del+23]). | Une paire de permutations de [n] est un sommet de la diagonale
LA (resp. SU) si et seulement si pour tout k > 1 et pour tout I = {iy,...,ix}, ] = {j1,.--, jx} C [K]
tels que iy = 1 (resp. ji = 2k) elle évite les motifs suivants

(jii1j2iz - - - jkik, T2jaisf2 - - - ikjk—1i1jk), (LA)
resp. (jritfaia -« ik, i1jkiofi -+ ik—1jk—20kjk—1). (SU)

Pour toutk > 1,ilya (ﬁfﬁc) (k — 1)!k! tels motifs, qui sont (21,12) pour k = 1, et pour k = 2

o LA éuite les motifs (3142,2314), (4132,2413), (2143,3214), (4123,3412), (2134,4213),
(3124,4312),

o SU ¢évite les motifs (1243,2431), (1342,3421), (2143,1432), (2341,3412), (3142,1423),
(3241,2413).

Dans la troisieme partie de [Del+23]], nous utilisons les résultats précédents pour prouver
des résultats d’algeébre supérieure qui motivaient ce papier, comme l’existence d’exactement
deux produits tensoriels pour les opérades a homotopie prés (encodées par les opéraédres)
et les Ax-algebres (encodées par les multipliedres).






CHAPITRE 5

Especes en posets opéradiques et autres especes enrichies

Je présente dans ce chapitre des généralisations de la notion d’espece présentée au cha-
pitre 2| Le but de ce chapitre est de fournir un cadre général aux travaux de Fresse et de
Vallette sur les posets des partitions qui inclut le poset des hyperarbres.

5.1 Especes en posets et posets des partitions

Nous référons a la section 2.4 pour la définition d"une espeéce en posets. L'exemple phare
de ce manuscrit est 1’espece en posets des partitions associée aux posets des partitions intro-
duits a la section

IT: E— II(E).

Nous rappelons de cette méme section les isomorphismes de posets suivants pour tout
€ II(E)

¢r : Ny (E) — T1(7) et Y Hzn(E) — [ II(P) (5.1.1)
Per

ol ¢ («) est obtenu en contractant les éléments de chaque part P de 77 en un unique élément
noté P et (B) est obtenu comme {Bp|P € 7}, ol1 B|p est la partition de P obtenue en re-
streignant B a P. Considérant 1 comme l’ensemble des classes d’une relation d’équivalence
sur E, nous pouvons considérer q)n(zx) comme la partition induite par a sur le quotient E/ 7
et le noterons a/ 71 := @ (a).

Exemple 5.1.1. Soit E = {a,b,c,d,e, f,g} et m = {Py, P, P} avec Py = {a,b,c}, P, = {d, e},
P; = {f, g}. Pour simplifier les notations et éviter les accolades doubles, nous noterons 7t =
Py |P,|P; = abc|de|fg. Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que cette notation peut
étre trompeuse et qu’il n’y a pas d’ordre sur 'ensemble des parts : la partition 7 pourrait
tout aussi bien étre notée ed|bac|g f. L'isomorphisme

¢r : en(E) — T1({1,2,3})

envoie, par exemple, la partition (P} U P»)|Ps = abcde|fg sur la partition 12|3 de {1, 2, 3}.
L’isomorphisme
¥ 1zp(E) — IL(P) x TI(Py) x IT(P3)

envoie, par exemple, la partition a|bc|d|e| fg sur le triplet (a|bc, d|e, fg). A

127
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Ces applications vérifient de plus de bonnes propriétés de composition (voir [DD25b,
Proposition 2.2]).

Pour construire une opérade sur les chaines des posets des partitions, nous pouvons
alors effectuer les opérations suivantes pour 77 une partition de E :

c*(I1(m)) @ c* (11—[ H(P)> IV 2 (Nen(E)) ® € (I (E)) — " ¢*(I1(E)),

(5.1.2)
ou yy est la concaténation de deux chaines définie par la formule

Ur([xo < -  <Xpe1 <X =T Q[T =Xy < Xppy1 < -+ < Xpgn))

Cette concaténation est un morphisme de complexe de cochaines qui induit un morphisme
en cohomologie que nous noterons de la méme maniere. Elle est associative et compatible
avec les tirés en arriere.

Sil'on revient a la définition de la substitution des especes, il reste a établir le lien entre

Pern
dernier chainon est donné par l'application de Kiinneth.

c*(TI(7)) ® Qpeyc® (II(P)) et c*(I1(7)) & c* (H H(P)) afin de définir une opérade. Ce

Définition 5.1.2. Soient P et Q deux posets. le morphisme suivant
C*(P)®C*(Q) — C*(PxQ)
défini par
[xo < <xm] ®[yo <+ <yal = [(x0,y0) < < (Xm,yo) < (xmy1) < < (X, Yn)),
est un quasi-isomorphisme de complexes de cochaines.

Cependant, ce morphisme rompt la symétrie des roles entre P et Q : I'application défi-
nie en composant le morphisme de Kiinneth avec les applications de 1’équation ne
correspond pas a une structure opéradique puisqu’elle ne vérifie pas les relations corres-
pondantes.

Par contre, le morphisme de Kiinneth sur les complexes de cochaines induit un mor-
phisme de Kiinneth au niveau de la cohomologie

H*(P) ® H*(Q) — H*(P x Q).

On peut définir de maniére analogue des morphismes de Kiinneth sur les autres variantes
de cohomologie des posets :

h*(P)®h*(Q) — h*(Px Q), h*(P) @h*(Q) — h*(P x Q), h*(P) @ h*(Q) —» h*(P x Q).

Tous ces morphismes de Kiinneth sont fonctoriels, symétriques en P et Q, associatifs et com-
patibles avec la concaténation. Nous obtenons alors une structure opéradique sur la coho-
mologie des posets des partitions qui correspond a la suspension de 1’opérade Lie.

Proposition 5.1.3. Il existe un unique isomorphisme d’opérade graduée
®: A Lie = h*(T1)

qui envoie le crochet de Lie sur le générateur [12 < 1|2] de h'(I1y).
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Notez que la composition décrite sur les complexes de cochaines correspond a la com-
position de gauche a droite des arbres a niveaux décrits dans [Fre(04].

Exemple 5.1.4. Calculons la premiére composition opéradique,

7 H ({4, BY)) @ (K(TT({1})) @ ' (11({2,3})) ) — K(11({1,2,3})),
correspondant a la partition 77 = 1/23 de {1,2,3}, pour laquelle nous avons
9x([AB < AlB]) = [123 <1]23], ¢([1])) =[1] and ¢5(123 < 2[3]) = [1[23 < 1]2/3].
Nous obtenons alors :
v ([AB < A|BJ;[1],[23 < 2[3]) = [123 < 1|23 < 1]2/3].
A

Le but de la section suivante sera d’adapter cette construction a d’autres types de posets.

5.2 Especes en posets opéradiques

Soit P une espéce en poset munie du morphisme d’espéces en poset suivant

P

|

IT

Nous appellerons a(x) la partition sous-jacente a x. Nous demandons de plus a ce que pour
tout ensemble fini E, le morphisme de posets a : P(E) — I1(E) satisfasse :

a1 (min(I1(S))) = min(P(S)) and a (max(I1(S))) = max(P(S)). (5.2.1)

Cette condition assure que les morphismes de posets considérés (notamment ¢, et 1, définis
ci-dessous) induisent un morphisme de complexe de cochaines et donc un morphisme en
cohomologie pour les différentes variantes de cohomologie définies.

A tout élément x € P(E) de partition sous-jacente a(x) = 7, nous associons les mor-
phismes de posets suivants

@x : P<x(S) — P(m) and Pr: Pox(S) — [T P(T).

Temr

Nous demandons de plus que les diagrammes suivants commutent.

Per(S) — 2 P(77) P=y(S) LTH P(T)
a‘ ; ak la (5.2.2)
Men(8) —o— () Mo (8) —y— TTTH(T)

Définition 5.2.1. Une espece en poset P munie des morphismes a, ¢ et iy est une espece en
poset opéradique si elle vérifie certains axiomes d’équivariance, d’unitalité et d’associativité
(voir [DD25b} 2.2.1 &4 2.2.3]).
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Soient P et Q deux especes en posets opéradiques. Un morphisme d’espéces en poset opé-
radiques f : P — Q est un morphisme d’espéces qui commute avec le morphisme a et les
morphismes ¢ et 1.

Remarque 5.2.2. La catégorie des espéces en posets opéradiques a un objet terminal, le po-
set des partitions I1. La proposition implique alors que pour toute espece en posets
opéradique P, 'opérade sur la cohomologie h*(P) est munie d'un morphisme d’opérades
graduées

a*: A"'Lie — h*(P)

ott A~! Lie est la désuspension de I'opérade Lie.

5.3 Structure d’opérade sur la cohomologie

Soit P une espéce en posets opéradique. Le foncteur E — h*(P(E)) est une espece linéaire
graduée notée h*(P). Soit E un ensemble fini et 77 € I'I(E) une partition de E. Nous obtenons
un morphisme

pr: h*(P(m)) @ Q) h*(P(T)) — h*(P(S))

Temn
en composant le morphisme de Kiinneth

B (P(7)) @ @) B (P(T)) == * (P(7)) @ h* (T]—I P(T))
Tern e

avec la somme sur les éléments x € P(E) vérifiant a(x) = 7t des composées

Temr

h%mn»@M°(rIHTQ—Jﬁ@@ehw&y@»®hwgmw»——ii—ahwpw».

Théoréme 5.3.1. Les morphismes p, munissent h®(P) d'une structure d’opérade graduée de K-
espaces vectoriels.

Des exemples d’espeéces en posets opéradiques seront développés a la section[5.5.1]

5.4 Variantes: modules opéradiques

Des variantes de la concaténation définie a la section 5.1| peuvent étre définies sur les
autres types de cohomologie

Jix : B®(P<y) @ H*(Psx) — B*(P)  and  Jix : h*(P<y) @ h*(Psy) —> h*(P).

Elles sont données par la méme formule et satisfont des compatibilités similaires.
En utilisant ji, nous définissons :

P h*(P(m)) @ Q) h*(P(T)) — h*(P(S)).

Temr

Théoréme 5.4.1. Les morphismes pr munissent E‘(P) d’une structure de module opéradique a
gauche sur h®(P).
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En utilisant 7, nous définissons :

pr: h*(P(n)) © @ h*(P(T)) — h*(P(S)).

Temr

Théoreme 5.4.2. Les morphismes p, munissent h*(P) d'une structure de module opéradique a
droite sur h*(P).

5.5 Produits fibrés

Soient P; et P, deux especes en posets opéradiques. Considérons le produit fibré :

P1 ><P2—>P1

||

Concrétement, un élément de (P; X P»)(E) est une paire (x1,x2) € Pj(E) x P,(E) telle que
I

a(x1) = a(xz).(Py X P)(E) est un sous-poset du poset produit P;(S) x P»(S).
I

Proposition 5.5.1. Le produit fibré P; x P, est naturellement muni d'une structure d’espéce en
11

posets opéradique, appelée produit de Py et P;.

Exemple 5.5.2. Le produit des espéces en posets opéradiques 711 des partitions décorées a

gauche, définies dans la premiére partie de la section et T12 des partitions décorées a

droite, définies dans la deuxieme partie de la section est I’espece en posets opéradique
PT1€ des partitions bidécorées, définie dans la troisiéeme partie de la section A

5.5.1 Exemples des partitions décorées

Nous nous intéressons maintenant aux posets des partitions décorées a gauche, a droite
ou bidécorées, introduits a la section|3.2.1

5.5.2 Posets des partitions décorées a gauche

Pour une opérade ensembliste connexe P basique a gauche, 'espece PTT (cf. est
munie d’une structure d’espéce en posets opéradique comme suit. Soit (77, {) une partition
P-décorée a gauche d'un ensemble fini E. Il y a une transformation naturelle strictement
croissante entre especes en posets :

P11

h

qui oublie les décorations : a(7, {) = 7.
Le morphisme de posets

P(rg) + Me(ng)(E) — PII(7)
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est facile a définir et n"utilise pas le fait que P soit basique a gauche. Il envoie une partition
P-décorée a gauche (a, ) < (71,¢), sur (¢r(a) = a/ 7, ji) ot la décoration pi € P(a/ ) est
induite par € P(a) via la bijection & ~ a/7t, P <+ 7)p. C’est un isomorphisme de posets
entre Pﬂg(n@ (E) et l'intervalle PHg(i,g’:) (7).
Définissons maintenant le morphisme de posets
V)t Mg (E) — [ "II(P)
Pern

Un élément de PH2(7T,5) (E) est une partition P-décorée a gauche (B,1) ott f > 7 et telle
qu'il existe des pup € P(Bp), pour P € T, tels que 7 = ¢ o (yp)per- Comme P est basique
a gauche, (pp)pecr est unique et nous définissons I'image de (B,7) par i, comme les
partitions B p, pour P € 71, décorées par jip. Le morphisme i, ¢ est alors un isomorphisme
de posets.

Proposition 5.5.3. PI1 muni des morphismes de posets a, P(r,z) et Pr ) est une espece en posets
opéradique.

Nous expliquons maintenant comment comprendre I’opérade sur la cohomologie #® (7 IT)
dans le cadre de la dualité de Koszul et des constructions bar et bar a niveaux rappelées a la
section[3.2.2] en suivant les travaux de Fresse [Fre04] (dans le cas de ’opérade commutative)
et en adaptant I’étude de Vallette [ValO7] portant sur les partitions décorées a droite.

Proposition 5.5.4. Soit P une opérade basique a gauche.
1. Les complexes suivants sont isomorphes, pour tout ensemble fini E,
¢*(PTI(E)) = Otevea(KPY)(E),
qui induit un isomorphisme d’opérades graduées

he (PIT) ~ H*(Q(KPY)).

2. Ainsi, KP est Koszul si et seulement si les intervalles maximaux [0, (1,&)] de PTI(E) sont
Cohen—Macaulay pour tout E et tout ¢ € P(E). Dans ce cas, notant (KP ) la duale de
Koszul, nous avons l'isomorphisme d’opérades suivant

h*(PII) ~ A"HKP)'.

Exemples 5.5.5. 1. Pour P = Com, on retrouve le cas classique des posets des partitions
et la proposition

2. Pour P = As, dont la duale de Koszul est elle-méme, nous obtenons une description
de la cohomologie des posets de compositions d’ensemble définis dans la section[2.6.2]:

h®(ASTT) ~ A~ As.

3. Pour P = L, 1'opérade introduite a I'exemple3.2.6, remarquons d’abord que cette opé-
rade est Koszul. En effet, en posant ->, toutes les relations se réécrivent comme des
regles de réécriture de gauche a droite. Les paires critiques sont les arbres a 4 feuilles
et 3 sommets internes et sont toutes confluentes. Appliquant [DK10], cette opérade
est Koszul et auto-duale : £' = L. Par conséquent, le poset des partitions décorées a
gauche associé est Cohen-Macaulay et

he (“I1) ~ AL
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Le poset PT1(E) des partitions de E P-décorées a gauche a un unique élément mini-
mal mais potentiellement plusieurs éléments maximaux, en bijection avec P(E). Le module
opéradique a droite 7*(PTI) est donc trivial, mais le module opéradique a gauche /*(PI1)
peut s’avérer intéressant. Il s’exprime en effet en termes de construction cobar a coefficients,

rappelée a la section comme suit.

Proposition 5.5.6. Soit P une opérade ensembliste basique a gauche. Nous avons les isomorphismes
de complexes
c* (PH(E)) = Qlevel(]KPvl ]KL7VD) (E)

qui induisent un isomorphisme
i* (PIT) ~ H*(Q(KPY,KL})),
compatible avec la structure de module opéradique a gauche sur h®(PIT) ~ H*(Q(KPVY)).

5.5.3 Posets des partitions décorées a droite

Il y a une transformation naturelle strictement croissante entre les espéeces en posets

1<

|

IT

qui oublie les décorations : a(7, {) = 7.

Pour une opérade ensembliste basique a droite Q le poset IT< est muni d’une structure
d’espeéce en posets opéradique comme suit. Soit (77, §) une partition Q-décorée a droite sur
un ensemble fini S. Nous définissons d’abord le morphisme de posets

P(r) Hg(n,g)(s) — T19(m).

Un élément de Hg( S) est une partition Q-décorée a droite («,7) ot &« < 7 et pour

(
m,
tout A € a il existe 1/2 € Q(mu) tel que g = vy o0 (CT)Ten‘A- Comme Q est basique a
droite, chaque v4 est unique et nous pouvons définir I'image de («,7) par ¢, comme la
partition ¢r(a) = {74, A € a} décorée par v4. Notez que ¢(, ¢ est un isomorphisme de
posets. Définir le morphisme de posets

Piug) 1120 (8) — [T II(T)
Ten

est plus facile et n"utilise pas le fait que Q soit basique : nous définissons ¢ # (B, v) comme
la famille de partitions |1, pour T € 7, avec la décoration naturellement induite par v. No-

tez que ¢, ¢ induit un isomorphisme de posets entre Hg(n &) (S) etle produit des intervalles

Q
H}(O,:’;T) (T),pour T € .
Proposition 5.5.7. L'espéce en poset TIC munie de cette structure est une espéce en posets opéra-
diques.

Le résultat suivant est I'analogue de la proposition pour les partitions décorées a
droite. Il a été prouvé pour la premiere fois par Vallette [Val07]. La seule différence avec la
section courante est qu’il n’apparaissait pas dans [Val07] de structure opéradique a priori sur
he (T19).
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Proposition 5.5.8. Soit Q une opérade ensembliste basique a droite.
1. Iy a un isomorphisme de complexes, pour tout ensemble fini E,
¢*(I1%(E)) = Qiever (KQ")(E),
qui induit un isomorphisme d’opérades graduées

h* (I19) ~ H*(Q(KQY)).

2. Ainsi, KQ est Koszul si et seulement si les intervalles maximaux [(0,¢),1] de TIS(E) sont
Cohen—Macaulay pour tout ensemble fini E et tout & € Q(E). Dans ce cas, si (KQ)' désigne
la duale de Koszul de I'opérade, nous avons l'isomorphisme d’opérades graduées suivant :

h(I19) ~ A~1(KQ)".

Exemples 5.5.9. 1. Pour Q = Com, on retrouve le cas des posets des partitions et de la
proposition Un autre cas particulierement intéressant est Q = Comy, 'opérade
engendrée par une opération commutative et associative de degré k 4 1. Nous retrou-
vons alors les résultats de [HW95].

2. Pour Q = As, dont la duale de Koszul est elle-méme, la cohomologie des posets des
partitions dont les parts sont des listes est :

he (I1%%) ~ A~ !As.

3. Pour Q = Perm, l'opérade KQ est Koszul de duale PreLie encodant les algebres pré-
Lie [CLO1]. Nous retrouvons alors la description de [CV06] :
h® (I17™) ~ A~ !PreLie.
A
Le poset IT2(E) des partitions de E Q-décorées a droite a un unique élément maximal
et potentiellement plusieurs éléments minimaux, en bijection avec P(E). Le module opéra-
dique a gauche /*(*TI) est donc trivial, mais le module opéradique a droite 1*(”IT) peut

étre intéressant. Il s’exprime en termes de construction bar a coefficients comme suit :

Proposition 5.5.10. Soit Q une opérade ensembliste basique a droite. Nous avons l'isomorphisme de
complexe suivant

c* (HQ (E)) = Qlevel(IKR\ér ]KQV) (E)
qui induit I'isomorphisme
h*(I19) ~ H*(Q(KRY, KQY)),
compatible avec la structure de module opéradique a droite de h* (I12) ~ H*(Q(KQV)).

5.5.4 Partitions bidécorées

Considérons les partitions bidécorées, telles que définies dans la section Les résul-
tats sur le produit fibré de la section [5.5|impliquent :

Proposition 5.5.11. Soit P une opérade ensembliste basique a gauche et Q une opérade ensembliste
basique a droite. Il existe alors une unique structure d’espece en posets opéradique sur PTIC pour
laquelle les foncteurs d’oubli vers PT1 et TI€ sont des morphismes d’espéces en posets opéradiques.

Le complexe de cochaine obtenu est isomorphe a la construction cobar a niveaux associée
au produit de Hadamard P @y Q des deux opérades P et Q.
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5.6 Exemple des 2-partitions non croisées

Reprenons le poset des 2-partitions non croisées défini et étudié a la section Nous
définissons pour tout ensemble fini E :

a:T1(E) — II(E), (,0) — {£7Y1),..., 07 K)}, (5.6.1)

Nous définissons aussi pour tout x = (71%, ¢*) € II(E) tel que a(x) = 7 :
pxt (T)_, (E) = a(m),y = (7, ) o (7 Amin(),07%), (5:62)

ott min(77%) := {min(p)|p € 7*} et pour p € m, ¥/ (p) = c; (£*(e)) = £¥(e) pour tout e € p
et
Pyt (Ip)5, (E) = [ ] (T (%, ) — [T ({mili € (T )} i) (5.6.3)

Ter Temr

Proposition 5.6.1. L’espeéce en poset 11, munie des applications a, @, et Py ci-dessus est une espéce
en posets opéradique.

La cohomologie 1*(I1,) a la méme dimension en chaque arité que (la désuspension de)
I'opérade magmatique Mag engendrée librement par un élément d’arité 2 sans symétrie ni
relation. Cependant le morphisme naturel

®: A" Mag — h*(ITp)

envoyant cet élément sur la chaine

n [ J (]

1<2:=12 12

n’est pas un isomorphisme. En effet, par la remarque la somme 1 < 2+2 < 1 doit
satisfaire la (désuspension de) l'identité de Jacobi. Plus précisément, 1 < 2 satisfait une
identité pré-Lie :

Proposition 5.6.2. Nous avons dans h*(115(3)) I'égalité :
(1<2)<34+1<(2=<3)+(1<3)<24+1=<((3=<2)=0.
En particulier, I'application a* : A~'Lie — h®(I1,) se factorise par A~ 'PreLie.

Le calcul de la structure opéradique sur la cohomologie de ces posets reste un probleme
ouvert.

5.7 Exemple des hyperarbres

Nous présentons dans cette section les résultats de [DD25a]]. Les hyperarbres ont été
définis a la section Cet exemple a été la motivation principale pour l'introduction des
especes en posets opéradiques. J'avais montré dans [Ogel3a] le lien entre la cohomologie
des posets des hyperarbres et 'opérade pré-Lie. Nous attirons l’attention du lecteur sur
le fait que les hyperarbres considérés ici sont munis d’un sommet 0 sur lequel le groupe
symétrique n’agit pas. Plus précisément, nous munissons la cohomologie des posets des
hyperarbres 1*(HT) d'une structure opéradique que nous identifions dans un second temps
a I'opérade post-Lie. Nous décrivons ensuite la structure de post-Lie-module a gauche sur
h*(HT) qui s’identifie a une nouvelle structure de post-Lie module a gauche sur 1'opérade
pré-Lie.
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5.7.1 Espéce en posets opéradique

L'application HT : V +— HT(V) est une espece en posets. Considérons a : HT — II
définie comme suit :
A tout hyperarbre &, on associe la partition a(h) donnée par 'ensemble de ses arétes. Le
morphisme ¢; est obtenu en contractant les éléments d’'une méme aréte de h sur un point.
Le morphisme 1, est obtenu en séparant les arétes de h.

Exemple 5.7.1. Considérons h comme a droite de ’exemple et deux hyperarbres I’ et

h"" comme suit.
X

- ,h,_

Nous avons :

a(h) = {{1,2,5},{3,4},{6},{7,8},{9},{10}}
{9}

{7.8}

Proposition 5.7.2 ([DD25al). L’espéce en posets HT munie des morphismes de posets a, ¢y, et iy,
pour tout hyperarbre h est une espece en posets opéradique.

{1,2,5}

{3,4} ) {6}

A

5.7.2 Arbres de fusion

Nous présentons maintenant un complexe (semi-)simplicial homotope au complexe
d’ordre des intervalles maximaux du poset des hyperarbres sur n sommets. Les faces de
ce complexe sont appelées arbre de fusion et correspondent aux ensembles nichés associés a
'ensemble de briques minimal associé au poset des hyperarbres (voir section 4.3). L’avan-
tage de considérer les ensembles nichés et non les chaines dans le poset est d’obtenir une
structure d’opérade directement sur les ensembles nichés la ot1 il n’y avait qu'une opérade
a homotopie pres sur les chaines (voir [5.1).

Définition 5.7.3. Pour un ensemble fini V, un V-arbre de fusion m est

e un arbre b(m) enraciné (non plan) réduit (c’est-a-dire sans sommet avec un seul fils)
dont les feuilles sont étiquetées par V, appelé arbre inférieur,
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e un arbre t(m) enraciné (non plan) dont les sommets sont étiquetés par V LI {0}, enra-
ciné en 0, dont les arétes sont orientées vers la racine, appelé arbre supérieur,

tel que pour tout sommet v de B, I'ensemble des arétes sortantes de feuilles au-dessus de v
forme un sous-arbre de T (condition de compatibilité).

Exemple 5.7.4. Un premier exemple d’arbre de fusion est I’arbre de fusion m suivant avec
son arbre inférieur b(m) et son arbre supérieur t(m) :

Lo, !
b(m

2 3

143 2 5

43 25 7 6
-
) = tm) = N

Le couple d’arbres suivant n’est pas un arbre de fusion puisque la condition de compati-
bilité n’est pas vérifiée en v : le sous-arbre des arétes sortantes a pour arétes (2,1) et (3,4) et

n’est donc pas connexe.
T\
1473 2 5 776

v

m =

A

Remarque 5.7.5. Le nom arbre de fusion vient du fait que 1’arbre b(m) décrit les fusions effec-
tuées dans 1’arbre t(m).

Etant donné un arbre T sur {0,1,...,n} enraciné en 0, nous notons MTr () le poset des
arbres de fusion qui ont pour arbre supérieur T avec la relation de couverture suivante :
M < N si M est obtenu en contractant une aréte interne dans l’arbre inférieur de N.

Ftant donné un ensemble fini V, I'espace vectoriel engendré par les arbres de fusion est
gradué par le nombre d’arétes internes de son arbre inférieur. Nous notons MT (V) I'espace
vectoriel engendré par les arbres de fusion avec un étiquetage additionnel {1, ..., k} sur les
k sommets internes différents de la racine de son arbre inférieur. Nous considérons l'espace
vectoriel gradué suivant

MT(V) = &MT(V); B, sgny,

ou sgn, est la représentation signature.

Les arbres inférieurs correspondent exactement aux arbres de la construction cobar : on
étend la différentielle de cette construction aux arbres de fusion de maniere a obtenir un
complexe de cochaines gradué par le nombre d’arétes internes de 1’arbre inférieur.

Nous décrivons maintenant la composition opéradique partielle o, : MT (V) @ MT(W) —
MT ((VUW)\a), pour a € V. Considérons deux arbres de fusion M € MT(V) et
N € MT(W). La composition opéradique M o; N est obtenue comme somme des arbres
de fusion W € MT((VLUW) \ a) tels que :

* l'arbre b(W) est la greffe de 1’arbre b(N) sur la ieme feuille de 1’arbre b(M), comme
pour I'opérade magmatique,
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1“ a3 56 12 43 56 12 43 56

/Y =
274
M = S N= N/ ,Mo,N =

FIGURE 5.7.1 — Composition opéradique d’arbres de fusion. Dans un soucis de clarté, nous
omettons 1’ordre sur les sommets non racine de l’arbre inférieur et les signes de Koszul.

e l'ordre total sur les sommets non racine de b(W) est obtenue par a <y b si et seulement
sia <p b, a <y bou aest un sommet non racine de b(M) et b est un sommet non
racine de b(N). De plus, la racine de N, root(N), vérifie a <y root(N) <w b pour
tout sommet non racine a de M et b de N. Nous résumons cet ordre dans la formule
suivante : M < root(N) < N.

e l'arbre t(W) est la greffe compatible de chaque enfant de i dans (M) sur un sommet
de t(N) et de la racine de t(N) sur le parent de i dans t(M).

Cette composition partielle est bien définie et munit ’ensemble des arbres de fusion
d"une structure d’opérade différentielle graduée :

Proposition 5.7.6. Le &-module gradué des V-arbres de fusion MT(V') est muni d'une structure
d’opérade différentielle graduée (ou dg-opérade) MT. Nous notons H® (MT) I'opérade induite sur la
cohomologie du complexe de cochaines.

Exemple 5.7.7. Un exemple de composition de deux arbres de fusion est présenté sur la

tigure AN

Dans [DD25a], nous adaptons ensuite I'isomorphisme de Fresse [Fre04] entre complexe
de chaines des posets des partitions et construction bar a niveaux aux posets des hyper-
arbres en définissant des "arbres de fusion a niveaux" qui sont en bijection avec les chaines
min—-max.

Exemples 5.7.8. Prenant le T de I'exemple la chaine

est équivalente a I’arbre de fusion a niveaux A de la figure
La chaine

<T
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FIGURE 5.7.2 — Trois arbres de fusion a niveaux associés a 'arbre de fusion de 1'exemple

FIGURE 5.7.3 — Un hyperarbre et son arbre de fusion associé.

est équivalente a l’arbre de fusion a niveaux B de la figure[5.7.2]

La chaine
* om
&

est équivalente a I'arbre de fusion a niveaux C de la figure

A

Nous construisons ensuite un morphisme de dénivellation ("delevelization" dans le
texte) qui permet de relier les arbres de fusion a niveaux aux arbres de fusion en oubliant
les niveaux s’il n’y a qu'un sommet par niveau et renvoyant 0 sinon. Suivant le raisonne-
ment développé dans [FM05a]], nous appliquons ensuite le lemme de Quillen (Quillen fiber
lemma) pour montrer la proposition suivante :

Proposition 5.7.9. Etant donné un arbre T sur {0,1,...,n}, enraciné en 0, le complexe semi-
simplicial des arbres de fusion d’arbre supérieur T est homotope au complexe d’ordre de l'intervalle
[0, T). De plus, le quasi-isomorphisme de complexe de cochaines correspondant induit un isomor-
phisme d’opérades graduées entre I'opérade sur la cohomologie du poset des hyperarbres h® (HT (n))
et I'opérade sur la cohomologie du complexe de cochaines des arbres de fusion H*(MT (n),d).

Nous représentons sur la figure 5.7.3 H un hyperarbre et son arbre de fusion canonique-
ment associé quand son arbre supérieur est l’arbre ¢(m) de 'exemple -
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5.7.3 XH"(MT(n)) est 'opérade post-Lie

Le complexe simplicial des arbres de fusion est homotope au complexe de chaines du
poset des hyperarbres. Nous caractérisons maintenant 1’'opérade obtenue sur la cohomologie
de ces complexes en la reliant a I’opérade post-Lie introduite par Vallette dans [Val07], puis
redécouverte de maniere indépendante par Munthe-Kaas et Wright dans [MWO0S].

Définition 5.7.10 ([Val07; MWOS]). Une algebre post-Lie est un K-espace vectoriel L muni de
deux opérations binaires o et {, } telles que :

e (L,{,}) estune algebre de Lie,

e les deux opérations < et {, } vérifient les relations distributives suivantes :

(x<qy)<z—x<(y<z) — (x<z)dy +x<(z<y) = x<{y,z} (5.7.1)
{x,y}az={x<z,y} +{x,yaz} (5.7.2)

Remarque 5.7.11. L'opération binaire définie par

[x,y] =x<y—y<ax+ {xy} (5.7.3)
est aussi un crochet de Lie.

Notons PostLie 'opérade encodant les algebres post-Lie. Cette opérade est binaire, qua-
dratique et son dual de Koszul est l'opérade ComTrias. Elle est apparue dans une grande
variété de domaines, de 1'algebre [Val07; Dot20] a 1’analyse numérique [CEO20]. Dotsenko
et Griffin ont remarqué dans [DG14, Theorem 6.1] que 1'espéce sous-jacente a cette opérade
est le pléthysme Lie o Mag. L'opérade PostLie est ensuite obtenue via une loi distributive
tiltrée qui généralise les lois distributives de Markl [Mar96b|]. Une base de 1'espace vectoriel
sous-jacent est donnée par les crochets de Lie d’arbres plans ([OEI24, A006963]).

L'opérade H"(MT(n)) peut étre calculée en analysant le quotient des arbres de fusion
par I'image de la différentielle. Nous obtenons :

Proposition 5.7.12. La suspension de l'opérade H" (MT(n)) sur 'unique groupe de cohomologie de
la dg-opérade des arbres de fusion, définie a la section est isomorphe a I’opérade PostLie.

5.7.4 Post-Lie module a gauche sur les arbres de Cayley

Dans [DD25a], nous adaptons 1’analyse précédente aux chaines min (et non plus min-
max). Les ensembles nichés correspondant sont des "hyperarbres de fusion" ou 1’arbre su-
périeur est un hyperarbre et non plus seulement un arbre. J’ai montré dans [Ogel3a|] que
I"'unique groupe de cohomologie dans ce cas est isomorphe a la suspension du G-module des
arbres de Cayley. La construction de la section[5.4]s’applique et nous obtenons une structure
de post-Lie module a gauche sur les arbres de Cayley :

Proposition 5.7.13. Notant .~ le produit pré-Lie sur les arbres de Cayley introduit dans [CLO1],
nous définissons pour tous arbres de Cayley S et T les produits suivants :

ST =1~ T,si S est un arbre de Cayley a un sommet (5.7.4)
(GAD)<aT=(GaT) A"nD+G~ (D«T) (5.7.5)
(S, T} =T ~S—SAT, (5.7.6)

L’espace vectoriel gradué engendré par les arbres de Cayley muni des deux produit < et {, } est un
post-Lie module a gauche monogene.









CHAPITRE 6

Conclusion et perspectives

Apres avoir présenté chaque axe de mes recherches, j’aimerais insister sur les interac-
tions entre ceux-ci qui auront été soulignées en filigrane par les renvois entre les diffé-
rents chapitres. En effet, cette présentation segmentée de mes recherches n’est due qu’a des
contraintes de présentation et reste arbitraire. Ma recherche s’effectue a la jonction de ces dif-
térents themes et s’ouvre dans différentes directions. Un exemple particulierement parlant
de cette symbiose est les posets de Tamari-Parking. Cette étude fait appel a plusieurs cha-
pitres présentés : le chapitre 2| pour le caractere Cohen-Macaulay et le calcul des nombres
de Mobius, le chapitre |3| pour la structure opéradique et tridendriforme sur les arbres de
parking, le chapitre @ pour 1’étude de ce poset en tant que subdivision du permutoedre et le
chapitre[5|pour la structure opéradique sur la cohomologie du poset. Je présente sur la figure
une liste non exhaustive des nouveaux thémes de recherche que j’aimerais aborder.

Poset

Conjecture de Foulkes q, t-Catalan

Opérade Espece

Evasivité Polytope Inversion de programme

FIGURE 6.0.1 — Themes de recherche (ronds colorés) et certaines pistes de recherche

Je présente maintenant une liste non exhaustive de pistes de recherche, reprenant les
notions dans 1’ordre du manuscrit.

D’un point de vue topologique, j’aimerais placer le lemme dans la hiérarchie de
I'épluchabilité. Il semble clair que tout poset possédant un ordre récursif sur ses atomes
vérifie le lemme : ce critere est donc équivalent a la CL-épluchabilité, ou plus faible. Dans
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la méme veine, j’aimerais travailler sur le lien entre les propriétés combinatoires des posets
comme 1’épluchabilité et la propriété d’évasivité des complexes simpliciaux (voir [KSS84]).

Les espéces sont un bon outil pour I'étude d’action du groupe symétrique, et de ma-
niére générale pour montrer la Schur-positivité de certaines fonctions symétriques. Parmi
les conjectures de Schur-positivité, la conjecture de Foulkes est 1'une des plus célebres. Nous
formulons ici une variante que nous aimerions montrer :

Conjecture 6.0.1 (conjecture de Foulkes). Il existe une espéce vectorielle qui soit isomorphe
aEpoE, — g 0y, poura < bet By (V) = 6y -, E(V).

En collaboration avec Josaphat Baolahy, nous travaillons actuellement sur une générali-
sation de cette conjecture proposée par Baolahy :

Conjecture 6.0.2 (conjecture de Foulkes). Il existe une espéce vectorielle qui soit isomorphe
a
E;,0E), —E, ok,

pour A = (Aq,...,A,) une partition d’entier telle que 2 > A; pour toutietEy :=E, -...-
E, .

J’aimerais calculer I’action du groupe symétrique sur la cohomologie d’autres exemples
de posets. L'étude des chaines dans le poset des 2-partitions non croisées fait apparaitre une
série génératrice qui pourrait correspondre a des chaines dans un poset de foréts d’arbres
de Cayley. Dans un tel poset, 'espéce des multichaines ‘Fli,t vérifierait

Fle=(E-1)o(x (17, + 1>k) (6.0.1)

j'aimerais définir cet ordre pour comparer les actions du groupe symétrique sur sa coho-
mologie avec celle du poset des 2-partitions non croisées. Un deuxieme exemple possible
est donné par une généralisation des hyperarbres : les arbres de Greg, ou arbres phylo-
génétiques, dont les filets de Greg sont un cas particulier. En collaboration avec Matthieu
Josuat-Verges et Bishal Deb, nous travaillons sur une preuve de 1’épluchabilité de ces posets
et le calcul de leurs nombres de Mdbius. Finalement, un troisieme exemple, qui pourrait
donner lieu a un sujet de stage de M2, serait de réécrire 1'étude de la cohomologie du poset
des partitions en termes d’espéces en utilisant la section[2.4)et de retrouver la suspension de
Lie de maniére combinatoire.

L'étude du treillis de Tamari-Parking elle-méme est trés riche et pourrait donner lieu a
une theése. Tout d’abord, les arbres de parking m’enthousiasment parce qu’ils fournissent
un nouveau point de vue sur les fonctions de parking et sur la combinatoire des nombres
de Catalan si on se restreint a un étiquetage préfixe des sommets par exemple. Notamment,
la plupart des décompositions utilisées dans la littérature correspondent aux chemins de
Dyck et au "premier retour a la diagonale", qui correspond a couper un arbre de parking
selon sa branche la plus a droite. Les arbres de parking, eux, suggerent une composition
plus fine puisque chaque sous-arbre de la racine est lui-méme un arbre de parking. J’aime
particulierement cette définition récursive. Je pense que les arbres de parking pourraient
fournir un nouvel outil pour 1'étude de la combinatoire des g, t-Catalans et leurs liens avec
les coinvariants diagonaux (voir [Hag08]). Notamment, les statistiques des aires et rebonds
semblent étre décrites comme suit :

Conjecture 6.0.3. La statistique des aires sur 1’arbre de parking T de racine de taille k avec
pour sous-arbres de droite a gauche Fy, . .., Fx est donnée par :

_ k
aire(T) = "("2_1) + ) (aire(E) + E| < (- 1))
j=
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La statistique des rebonds est donnée sur les arbres de parking par un parcours préfixe qui
enregistre le nombre d’étiquettes entre les étapes i et i + 1 a la position i dans une liste j
et ensuite "saute" de j[i] nceuds. La statistique des rebonds est alors exactement la somme

Yr jlil-

Les treillis de Tamari-Parking semblent Cohen-Macaulay (d’apreés 1’exploration expéri-
mentale) mais Han a montré qu’ils n’étaient pas CL-épluchables. Peut-étre qu'une adapta-
tion des treillis LL de Blass et Sagan [BS97] permettrait de traiter ce probléme. J'aimerais
aussi adapter les méthodes du méme article pour le calcul du nombre de Mobius du treillis
de Tamari-Parking. La topologie du poset de Tamari-Parking (sans maximum ajouté) TP,
est tout aussi intéressante. Nous héritons ici de ce que nous savons sur le treillis de Tamari :
ce poset est Cohen-Macaulay et la dimension de son unique groupe de cohomologie est n!.
Cette dimension est aussi celle de 'opérade Assoc (ou de I'espece vectorielle IL ™). 1l serait
intéressant de calculer I'action du groupe symétrique sur la cohomologie pour comparer ces
deux &-modules. Dans la méme veine, j’aimerais exhiber une structure d’espece en posets
opéradique sur les posets de Tamari-parking. Notamment, j’aimerais savoir si 'opérade ob-
tenue en cohomologie serait exactement 1’opérade Assoc ou si nous obtiendrions une autre
structure opéradique. Une autre piste de recherche plus combinatoire serait le dénombre-
ment des intervalles dans les treillis de Tamari-Parking. En effet, le nombre d’intervalles
dans les treillis de Tamari compté par Chapoton [Cha05] et le nombre d’intervalles étiquetés
dans les treillis de Tamari compté par Bousquet-Mélou, Chapuy et Préville-Ratelle [BCP13]
sont de premiere importance puisqu’ils se relient a 1'étude des coinvariants diagonaux et
trigonaux. Méme si aucune conjecture ne relie directement le nombre d’intervalles dans les
treillis de Tamari-Parking et la théorie des représentations, ceux-ci semblent tout de méme
d’intérét. Ensuite, notre étude nous met sur la voie de deux autres généralisations : les treillis
de m-Tamari-parking (en termes de m-arbres de parking) et les treillis de Stanley (treillis des
chemins de Dyck ordonnés par l'inclusion). Pour finir sur une note plus algébrique, définir
une structure d’opérade symétrique sur les fonctions de parking est un probleme toujours
ouvert : les arbres de parking seraient la structure idéale pour ce faire. Je recherche ici une
opérade suffisamment réguliére, c’est-a-dire quadratique. Elle serait alors engendrée par

deux opérations x - y, symétrique correspondant a l’arbre de parking @ et x < y corres-

pondant a I’arbre de parking \ 2. Cette structure serait particuliérement intéressante puisque
ces opérations font penser a celles des algebres tridendriformes. Il a été conjecturé pendant
longtemps que l'algebre tridendriforme sur les fonctions de parking était libre avant que
Vong [Vonl16] ne montre le contraire. Notamment, les dimensions sont compatibles. Peut-
étre la structure opéradique sur les arbres de parking permettrait la définition de la structure
d’algebre tridendriforme libre sur les fonctions de parking tant recherchée.

Les résultats que nous avons obtenus sur les théoremes de rigidité semblent indiquer un
lien entre les bases PBW pour les opérades et 1’existence de deux opérades sur une méme
espece : I'une ensembliste et ’autre vectorielle. Plus précisément, j'aimerais savoir si l'on
peut déduire de l'existence de deux telles opérades une base PBW de 1'opérade vectorielle.
Dans une autre direction, j'aimerais obtenir de nouveaux théoremes de rigidité pour les
exemples non encore explorés.

L’étude des structures tridendriformes sur les faces des polytopes d’hypergraphes sou-
leve de nombreuses questions combinatoires et algébriques. D'un point de vue combina-
toire, y aurait-il une formule générale pour le nombre de constructions ne dépendant que
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de la forme de I'hypergraphe considéré? Les algébres tridendriformes obtenues dans nos
exemples satisfont souvent des équations en plus des équations tridendriformes. Nous ai-
merions faire la hiérarchie des structures opéradiques associées. Une premiere étape serait
de compléter I’analogue du tableau pour 'ensemble des familles considérées. Ensuite,
des structures d’algebres de Hopf sont connues pour les associaedres et les permutoédres.
Peut-on trouver une condition suffisante pour munir une famille de polytopes d"une telle
structure? Enfin, nous aimerions aussi trouver des résultats de comparaison, du type de
[LR98] : étant donnés deux hypergraphes, si I'un est inclus dans 1’autre, quelles relations
peut-on en déduire entre les polytopes associés ? Entre les algeébres associées ?

Je clos I'exposé des pistes de recherche par celles autour de la notion d’espece en posets
opéradique et plus généralement associées aux espéces généralisées. Le poset des hyper-
arbres et le poset des partitions multipointées ont la méme cohomologie. Il serait intéressant
d’étudier le poset des hyperarbres multipointés et de voir si cette similitude est le reflet d"un
théoreme de fibres du type du lemme des fibres de Quillen. Ensuite, j’aimerais identifier des
outils opéradiques, dans l'esprit de la dualité de Koszul, qui permettraient le calcul de la
cohomologie de la construction cobar a coefficients apparaissant dans la proposition [5.5.6}
Certains posets ne sont pas munis d'une action du groupe symétrique : il serait intéressant
d’établir une variante de notre construction pour les inclure dans notre étude. Les posets des
partitions seraient alors remplacés par les posets des partitions en intervalle. Nous obtien-
drions une structure d’opérade non symétrique sur les cohomologies des posets considérés.
A l'autre opposé du spectre, j’ai montré dans [Ogel3a] qu’il y avait une action de &,
sur HT,, correspondant a la structure anti-cyclique de 1'opérade pré-Lie. J'aimerais com-
prendre si cette structure peut étre comprise directement sur les especes en posets opéra-
diques. Aussi, la compatibilité min-max demandée est un peu trop restrictive pour certains
exemples que nous aimerions considérer comme le poset des topologies finies ou encore le
poset de Tamari-Parking. Nous aimerions travailler sur un relaichement de cette condition.
Enfin, il reste beaucoup de structures opéradiques a calculer sur des cohomologies de posets
connus : ¢’est le cas des posets des filets de Greg, des posets des topologies finies, des posets
des 2-partitions non croisées ou encore des treillis de Tamari-Parking.

Pour finir, I'une des généralisations des especes est la notion d’especes généralisées, intro-
duite par Fiore, Gambino, Hyland et Winskel [Fio+08]. Ces especes sont utilisées en séman-
tique des langages de programmation pour représenter des programmes. L'une des ques-
tions qui me motivent particulierement est I'importation en théorie des especes générali-
sées de notions présentes en théorie des especes, initiée par Christine Tasson dans son projet
ANR]JCJC S3 dont je fais partie. Par exemple, la dualité de Koszul permet de montrer qu'une
certaine espece virtuelle [Joy86] est 1'inverse pour la composition d"une espece. ]J'aimerais
établir plus généralement les conditions sous lesquelles une espece vectorielle admet un
inverse compositionnel et exporter ces conditions aux espéces généralisées. D’un point de
vue sémantique, cela revient a se demander a quelle condition sur un programme celui-ci
peut étre "inversé". Ici, considérant un programme P qui prend un argument 7 et renvoie
un résultat P(n), jappelle inverse de P un programme Q tel que Q(P(n)) renvoie n pour
tout argument n valide. Cette piste de recherche est 1’objet d'un groupe de travail du GT
CombAlg du GDR IFM au printemps 2025.

Je ne peux pas clore ce manuscrit sans évoquer un aspect qui nous touche tous : la parité.
Je suis convaincue que la diversité des profils des chercheurs et chercheuses est essentielle
non seulement a la qualité et a la pérennité de la recherche, mais aussi a un environnement
de travail sain, enrichissant et harmonieux. Cet engagement pour 1'égalité et la diversité
est au cceur de mes actions, tant en recherche qu’en enseignement. Je travaille & améliorer
les conditions de travail de mes collegues et étudiant.e.s au quotidien, par la mise en place
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de formations adaptées, comme celle que j’ai montée avec Valérie Berthé en 2021 dédiée
aux jeunes parents, d’espaces dédiés, comme une salle d’allaitement, de temps d’échange,
comme les Café.e.s mis en place avec Héléene Mathis. Ayant été candidate, je connais la dif-
ticulté qu’il peut y avoir a passer un oral devant un jury entierement masculin et participe
régulierement a des comités de sélection pour fournir aux candidates des conditions aussi
proches que possibles de celles des candidats. Il reste encore beaucoup a faire mais j'espere,
a l’avenir, avoir la possibilité d’encadrer autant de doctorantes que de doctorants.
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